Cours RDM-Elasticité

FERDJANI Hicheme, Blida, Algérie, h_ferdjani@yahoo.fr

February 18, 2022

FERDJANI Hicheme, Blida, Algérie, h _ferdjani@yahoo.fr Cours RDM-Elasticité



Chapitre I: Introduction

La RDM étudie la réponse mécanique de structures en équilibre
sous I'action d'efforts extérieurs. Ces structures possédent une
forme particuliére appelée poutre.

Notion de poutre

_ plan de symetrie

de la poutre

D " ; '] D Ligne moyenne

sections droites

L

longueur de la poutre

@ La ligne moyenne est le lieu des centres de gravité (CDG)
A, ...,G,...,.B des sections droites successives

@ Les sections droites sont des sections planes et
perpendiculaires a la ligne moyenne
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Remarques

@ On ne considére dans ce cours que les poutres droites a section
droite symétrique

@ On ne considére que le cas de forces extérieures contenues
dans le plan de symétrie de la poutre (Problémes plans).

@ Pour que les équations de la RDM soient valables, il faut que
la poutre soit longue par rapport aux dimensions des sections
droites(L > 10D).

La RDM a deux objectifs :

@ Vérification : Connaissant les caractéristiques de la poutre
(dimensions et matériau) et le chargement appliqué, vérifier si
elle résiste, et calculer le chargement maximal qu’elle peut
supporter.

@ Dimensionnement : Connaissant le chargement maximal
appliqué, dimensionner la poutre et choisir son matériau afin
d’assurer sa résistance.
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Hypothéses fondamentales

© Les matériaux sont homogeénes et isotropes.

@ Hypothése de Navier Bernoulli: les sections droites, planes
et perpendiculaires a la ligne moyenne, restent planes et
perpendiculaires a la ligne moyenne. Il n'y a pas de
gauchissement des sections droites.

© On se place toujours dans le cas des petites déformations.
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Définitions

@ Un corps est homogéne lorsque tous les grains de matiére sont
identiques.

@ Un solide est isotrope lorsque tous les points de sa structure
ont les mémes caractéristiques mécaniques dans toutes les
directions.

Efforts extérieurs et Actions d’appui

« NOITTTTL © s
777

F: Force concentrée (N)
q(x) : charge répartie (N/m)
M : Couple (N.m)

A et B : Appuis
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Les appuis
A tout mouvement empéché correspond une action d’appui:
@ A tout mouvement de translation empéché dans une direction
donnée, correspond une action d'appui dans cette direction.
@ a tout mouvement autour d'un axe empéché correpond un
couple autour de cet axe.
Il existe trois types d'appui plans :
1. Appui double (articulation)

y

| o
z
>

L'appui double empéche la poutre de bouger dans les directions Ox
et Oy, mais il ne I'empéche pas de tourner autour de Oz.
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Par conséquent, |'appui exerce deux actions sur la poutre Ra, et
Ray. o
2. Appui simple

2 Rs
// ; 2 / X
Le seul mouvement empéché est dans la direction verticale y. Il

existe donc une seule action de I'appui sur la poutre : Rg.
3. Encastrement
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Tous les mouvements sont empéchés. L'appui exerce donc trois
actions sur la poutre : Rey, Re, et Mc.

Calcul des actions d’appui

Généralement, les actions d’appui sont inconnues. Pour les
déterminer, on doit écrire les trois équations d'équilibre du systéme:
Y F=0 > F =0 > Mp=0.

Remarque

Avant d’écrire les équations d'équilibre, les charges réparties doivent
étre remplacées par leur résultante ,placée en leur barycentre, de
telle sorte que son Moment par rapport & n’'importe quel point soit
égal au Moment de la charge répartie.

R = fab g(x)dx= Aire de la surface.

b
q(x)xds -
XG = = Position du barycentre de la surface.
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Exemple

A(X>i : : g B

v o
P L2t LR L CLR2IL27

On doit d’'abord isoler la barre, et représenter tous les efforts
extérieurs appliqués.

y

RAY qL

PRI

RAx

3L/2

Remarque
Nous avons trois inconnues et trois d'équations d’équilibre. Le
systéme est dit isostatique.
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Efforts intérieurs ou efforts de cohésion

Les efforts intérieurs ou de cohésion agissent a l'intérieur des
poutres et assurent la cohésion de la structure sous l'action des
charges extérieures exercées.

Plan de coupe imaginaire

I 1I
y TF4 ‘T F3 -
\Fl & Mfwm /
1 G \N(l[/l) N(}m)’ G I
Jox L
]F4 Mfam Tum ’
F3

T(I//I)rN(II/I) et Mf(////) . EfFOFtS exercés par Il sur .
Ty Nuyiy et Mgy - Efforts exercés par | sur Il

Ty = =Taymy, Nayny = —=Nayiy €t Meariny = —Meg
(Principe de I'action et de la réaction).
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T est appelé Effort tranchant.

N est appelé Effort normal.

Mg est appelé Moment fléchissant

Convention de signe

Les efforts intérieurs positifs agissant a droite (gauche) de la partie
coupée sont dirigés selon le sens positif (négatif) des axes.
Détermination des efforts intérieurs

Les efforts intérieurs sont déterminés par la résolution des équations
d’équilibre de la partie coupée.

Exemple
F 4 M
s [TIITL O
T < ]
' : : : : : (OFEO)
L2 L2 | Lpl L2IL2Y

L2
M

wlon [1]

f

B
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Contrainte

Plan de coupe imaginaire

o(P) [N/m? = Pa] est appelé vecteur contrainte en P.

— dfn A 1
o = & est appelé contrainte normale en P.

T = Z—g est appelé contrainte tangentielle (de cisaillement) en P.
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Relation entre les efforts intérieurs et les contraintes

T et N représentent les résultantes normales et tangentielles des
efforts df en tout point P de S.

T = [gdfi= [s7dS

N = [gdf, = [godS

M; représente le moment résultant des efforts df en tout point P de
S, par rapport a Gz.

M = — [sdf,y = — [5 oydS
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Chapitre Il : Traction-Compression

Définition

Une poutre droite est sollicitée en traction (ou compression) si les
efforts extérieurs se réduisent a des forces paralléles a la ligne
moyenne et appliqués le long de cette ligne.

% ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, F Traction
% ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, F Compression

Effort normal N

On a N=F V¥x. Pour la compression N=-F.
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Remarque
@ S'il n'y a pas d'effort extérieur entre les extrémités de la
poutre, N est toujours constant.
@ Pour la traction N est positif. Pour la compression N est
négatif.
Exemple de cas ot N n’est pas constant

Premiere coupe Deuxieme coupe

R

On a la condition d'équilibre F; + Fp) = F3.

Ny = F3 N, = F1, Effort normal variable dans la poutre.
Diagramme de variation de |'effort normal.
N

F3
F1
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Remarques
o Le saut de N en B est égal & F3 — F; = F, qui est la force
appliquée en B.
@ Il faut couper avant et aprés I'effort concentré.
@ Il ne faut pas couper a I'endroit de I'effort concentré car les
efforts internes ne sont pas définis.
Contrainte normale o
Suffisamment loin des points d’application des forces, on suppose
que la répartition des contraintes dans une section droite est

2 .

On a N:fSO'dS:O'deS:O'SZNJ':%

Exemple

Poutre de section circulaire de diamétre d=20 mm, F=6200 daN,
calculer o.

uniforme.
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Remarque
Lorsque N et S sont constants, o ne varie pas le long de la poutre.
Cas ou o est variable

N=F constant (Le changement de section n'influe pas sur N).
Entre A et B: 07 = sﬂl entre Bet C: 0y = 5—'! (Le changement de
section influe sur o)

Diagramme de variation de o :

od

/
F_{ }_F=100 daN
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Déformations

La déformation principale subie par une poutre en
traction-compression est un changement de longueur ou
allongement.

Lo AL

Ly : longueur initiale de la poutre

L : longueur finale de la poutre

AL : allongement total de la poutre
xg : longueur initiale du troncon

x : longueur finale du troncon

Ax : allongement du trongon
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L’expérience montre que, lorsque o est constant, les allongements
sont proportionnels aux longueurs initiales:
AL _ Ax

E = =

€ (saﬁos unitXé(:)) est appelé allongement relatif ou déformation
longitudinale de la poutre

Remarque

Dans les problémes traités par la RDM ¢ est trés petite (de |'ordre
de 1073 au maximum).

Application

Lo =2800mm AL=4mm xg = 1000mm calculer ¢ et Ax

€ = 5555 = 0,00143 Ax =exo =1,43mm
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Relations entre contraintes et déformations
Essai de traction

Eprouvette
de section S 6=F/S
F
T ) E
Lo R A
| [
o o ‘
L § __e=AL/LO
’]’F O ; :
zone ' zone
elastique plastique

Re : limite élastique. Re est une constante matérielle (Acier
Re ~ 300MPa)

Remarque

Dans la zone élastique, les déformations sont petites.
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Loi de Hooke

Dans la zone élastique, la relation entre o et ¢ est linéaire.
Avec E =tanq, on a : 0 = Ee¢ Loi de Hooke.

E : module d'élasticité longitudinal (module de Young) (MPa)
E est une constante matérielle (Acier E ~ 200GPa)

Exemple
Poutre de diamétre d = 28 mm, o = 100MPa, E= 200 GPa, L=2.8
m. Calculer AL.
_ AL _ o _ 100 _
€= "= = 20000 — 0,0005

AL—aL—00005><28—14mm

Condition de résistance

Les structures sont dimensionnées de telle sorte qu’elles restent
dans le domaine élastique (pas de déformations permanentes). La
condition de résistance s’écrit :

Omax = 5 < Rpe = R;e

Rpe: Résistance pratique a I'extension (ou contrainte admissible).
s > 1: Coefficient de sécurité.
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Exemplel (Vérification)

On donne di = 200mm, d>» = 100mm, Rpe = 100MPa, calculer
Fmax-

N=F, o1 = 551 oy = S—FZ

51 >52:>01 < 02 = Omax = 02

Omax = & < Roe = F < Rpen % = 785398N = Fya = 785308N
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Exemplel (Dimensionnement)

od

/

F__ | | _F=100 daN

On donne Rpe = 100MPa, calculer dpm;p.

F 4F 4F
NeF, o= o =2 <R.=d>, | =dy,
775 T ngzr = e “\V R T
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Chapitre Il : Cisaillement

Exemple 1 : Piéce cisaillée

Lame 1

- '”'"""””j’ """""" o S1 S2

y/ % Y

Lame 2

Le cisaillement de la piéce se traduit par le glissement de la section
droite S; par rapport a la section droite S qui lui est directement
en contact.
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Effort tranchant T

Le seul effort interieur existant est T (N = My = 0).

D’aprés I'équilibre T=F.

Exemple 2

Trois blocs de bois identiques (1),(2) et (3), sont collés.
L’assemblage supporte une charge F suivant son axe de symétrie.

Les surfaces collées sont ABCD et A'B'C'D’.
F

AS—3A~—T——  Surfaces collees.
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Pour calculer T, on isole le bloc (1) et on étudie son équilibre.

F
B B’
T [ ] T
A A’
OnaT= g
Remarque

On peut déduire une relation simple entre la force appliquée F et T:

T = % oll n est le nombre de surfaces cisaillées.
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Contrainte de cisaillement 7

En cisaillement, les contraintes normales sont nulles.

On suppose que toutes les contraintes tangentielles sont identiques.
Autrement dit, il y a une répartition uniforme des contraintes dans
la section cisaillée.

T=[smdS=7[;dS=75= TI%

Exemple

On reprend I'exemple 2 avec F=200 daN, AB=CD=3 cm,
AD=BC=10 cm. Calculer 7 dans le joint collé.
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S =30 x 100 = 3000mm?, T = £ = 1000N
=L =180 = 0.333Nmm~2 = 0.333MPa
Condition de résistance

T:%SRpg avec : Rpy =

Reg
. . s. . .
Rpg : résistance pratique au glissement ou au cisaillement

(contrainte admissible).

Reg : limite élastique au cisaillement.

s : Coefficient de sécurité.

Exemple

Reprenons 'exemple 2. Si la contrainte admissible dans le joint

collé est de 900 kPa, déterminer la charge F maximale supportable
L F —F __ < 0.9Nmm—2

T =735 = 25 = 2x30x100
F < 0.9 x 2 x 3000 = 5400N.
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Déformation - Angle de glissement v
Exemple

plaque rigide

bloc elastomere collage

La déformation peut &tre caractérisée par |'angle 7, appelé angle de
glissement.

Pour I'exemple tany = 7, si v est petit tany ~ v =
Relation entre 7 et ~

De méme que pour la traction, dans le domaine élastique, la
relation entre 7 et v est linéaire.

T =Gy

v : angle de glissement (radian)

G : module d'élasticité transversal (MPa)
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Exemple
Reprenons |'exemple du bloc élastomére(c x b x h) avec ¢=50,
b=100 mm et G=80 kPa. Déterminons y si T=100 daN et a si

h=25 mm.
_ T _ _1000 _ —2
T = &xb = sox100 — 0-2Nmm
y=¢= % = (0.25rad = 14.3° et a = htan~y = 6.4mm.
Calcul des articulations cylindriques
F | F
odr | ff S| Astoos2 b fean
. %
Solution 1 Solution 2
F F

F=10000 daN, les axes sont réalisés dans le mé&me acier dont la

contrainte admissible en cisaillement est de 5daN.mm—2.

~ . . .
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Solution 1
Une section cisaillée S= T = F

_ F __ 4F [ 4F  _
T_f_T(ﬁSRpg:dlz m—SO,Smm
Solution 2

Deux sections cisaillées S; et S, = T = g
_ F _ 2F _
T—g—rdzzéf\)pgid22 W 357mm

Assemblages rivetés et boulonnés - Calcul simplifié
Assemblages rivetés-Exemple

Les barres (1) et (2) sont liées par un rivet (3) en aluminium de
diamétre d = 10 mm et de re5|stance ala rupture

A _—2 N !

a
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F 102
T =F, TZSSRpngSRpgSZNX(Wz) = 785dalN

Assemblages boulonnés-Exemple

Section cisaillee

,,,,,,,,,,,,,

Pour I'assemblage ci-dessus, a trois boulons en acier, d = 12 mm,
la contrainte admissible au cisaillement des boulons
Rpg = 30daN.mm~—2. Déterminer |'effort admissible.
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F F d?
T=¢ 7= <Ru=F<6SRy,= 67— Rog = 23358dalV

Assemblages soudés-Exemple

cordon de soudure

_section cisaillee

L=50 y
e=10

La limite admissible au cisaillement du métal d’apport est
Rpg = 8daN.mm~2. Déterminons |'effort F admissible par le
montage.
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F F _F
T=% 7=5¢= 57 < Res = F < Ryg2Le =8000dalV
Exercice 1
o F plaques rigides
h
Elastomere 4§
bati i a7 f

Un amortisseur est réalisé a partir de deux blocs en élastomére
parallélépipédiques (a x b x h) collés sur trois plaques rigides. G est
le module de cisaillement. Déterminer la relation entre la fléche f et
la force F.
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Solution 1

T| | T T=F/2

Fa
2hbG

F f
T—E—Gv_Gtanfy—G;:M‘—
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Exercice 2

F a=20 7 F

colle

L2 L2

Les feuilles de plastique 1 et 2 sont collés. La contrainte de
cisaillement admissible dans le joint collé est de 8daN.cm—2. Quelle
est la longueur L nécessaire si I'ensemble supporte un effort de
traction F de 3000 daN 7
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Exercice 3

La figure montre une articulation cylindrique entre deux barres
plates 1 et 2. La liaison est assurée par un axe cylindrique 3 de
diamétre d inconnu. L'effort maximal supportée est de 5000 daN.
Pour le matériau de I'axe Ry, = 5daN.mm™2. Indiquer la section
cisaillée, et déterminer le diamétre de |'axe.
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Chapitre IV : Flexion plane - Généralités - Diagrammes

Définition
Une poutre est en flexion plane, lorsque toutes les forces exterieures
sont perpendiculaires a la ligne moyenne, et tous les couples

extérieurs sont autour de 'axe z.
y
q(x)

F1 ’FZ

Efforts intérieurs

En flexion plane, N est toujours nul, M¢ et T sont généralement
non nuls.

Exemple

Fl1 F2

9 =) ag atln ntarie an A ot aon R
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Efforts intérieurs en A
P

‘ F1 Mfa

ZFy:TA—F1:0:> Ta=F
ZMA: MfA+F1L:0:> MfA:—F]_L
Efforts intérieurs en B

y

A

F1 F2 Mfs

T\ o X

2L L

ZFy:TB—Fl—F2:0:> Tg=F+F
Z Mg = MfB+F1(2L+L,)+F2L, =0= Mg = —F1(2L+L/)—F2L/
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Remarque

Ta# Tg et Mgy # Mg = généralement les efforts intérieurs en
flexion plane sont variables dans la poutre.

Pour déterminer les efforts intérieurs maximums, nous devons tracer
les diagrammes de variation de T et My.

Exemple 1

Actions d’appui

On peut montrer qur Rax =0, Ray = Rg = F
On fait une premiére coupe entre A et C.

x € [0, L]
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SF=F+T=0=T=-F
0 x=0
Mg = My — Fx = 0 = My = Fx =
> Mg F— Fx F = Fx Aoy

On fait une coupe entre C et D.
x € [L,2L]

Z@:F+T—F:O:T:O
> Mg=M¢—Fx+F(x—L)=0= Ms=FL
On fait une coupe entre D et B.
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x € [2L,3L]

SF=F-T=0=T=F
ZMG:Mf—F(3L—X):0=>Mf:F(3L—X):

FL x=2L
0 x=3L
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Diagrammes de T et My

Remarques
@ On doit faire des coupes entre les charges concentrées.

@ On ne doit pas couper au point d’application de la charge
concentrée car les efforts internes y sont indéterminés.

@ Au niveau des charges concentrées, les efforts intérieurs
présentent un saut égal (en valeur absolue) a la valeur de la
charge concentrée.

@ Au niveau des appuis, les efforts intérieurs sont égaux aux
efforts extérieurs appliqués (en valeur absolue).
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Correspondance entre les diagrammes
On peut montrer qu'il existe des relations entre T, My et g(x)
données par:

dT dMr _
x—ax)  FG=-T
Exemple 2
F M
(e
L2 | 12
\
Actions d’appui
y
A
F M
<\ MA
B C A Rk - X
L2 ‘ L2
\

Y Fp=—F+4+Ra=0=Ra=F
S>M/A=Map—M+FL=0= Ma=M-—FL
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On fait une coupure entre B et C.
x €[0,L/2]

SF = F+T=0=T=F
0 x=0
M/G = My + Fx =0 = My = —Fx =
2. M/ P = { “FLj2 x=L1)2

On fait une coupure entre C et A.
x € [L/2,L]
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X
i Mf  MA
s G A «x
: ()
L—x

SF=F-T=0=T=F
ZM/GI—Mf+F(L—X)+MA:0=>Mf:MA+F(L—X):
M—FL/2 x=LJ2

M—-—FL=My x=1

M— Fx =

T

[T
B C A




Exemple 3

On donne g = 50daN.m™!, L=2 m.
Actions d’appui

5}’
qL

RA L2 | 3L2 RB

ZFy:RA+RB—qL:0
Y M/A=Rg2lL —qlLL/2=0= Rg = qL/4 =25daN R =
gL — Rg = 75daN
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On fait une coupe entre A et C.

x €[0,L]
quX x/2
A
RA G

Y F=Ra+T—-gx=0=T=qgx—Ra=
—Ra=—-75daN x =0
gL— Ry =25daN x=1

S M/G = Ms + gxx/2 — Rax = 0 = Mg = Rax — qx%/2 =

0 x=0
RaL — ql?/2 =50daN.m x =L
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Remarque

Puisque =7 dM’ = —T, T=0 correspond a un extremum de M¢. A
chaque f0|s que T change de signe dans un intervalle, il faut trouver
le point xg tel que T(xp) = 0.

T(Xo):qXO—RA—0:>XQ RA/q—1.5m

Mf(X()) RAXO — gXp /2 =56.25daN.m

On fait une coupe entre C et B.

x € [L,2L]
I
! X
! Mf
A ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, G ,B”}x
RB
2L—x

SF,=Rg—T =0= T = Rg = 25daN
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> M/G=—-M¢+ Rg(2L —x) =0= My = Rg(2L — x) =
RglL =50daN.m x=1
0 x=2L
T(daN)
25

A

-75
Mf(daN.m)
50
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Remarques

@ En I'absence de charges concentrées, il n'y a pas de saut dans
les diagrammes.

Quand T varie linéairement, la variation de My est parabolique.
Quand T est constant, la variation de M¢ est linéaire.
Qaund T est nul, M¢ est constant.

Quand T est positif, Mr(x) est une fonction décroissante.

e 6 6 o o

Quand T est négatif, M¢(x) est une fonction croissante.
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Chapitre V : Flexion plane - Contraintes

Contraintes normales
Les contraintes normales résultent du My et les efforts tranchants
n'ont aucun effet sur leur valeur.

Dans le cas de la flexion pure, les poutres se déforment suivant des
arcs de cercle.

Mf

A
S

fibre tendue

Mf

fibre comprimee

ligne moyenne ou
plan neutre
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Constatations

@ La ligne moyenne ne subit ni allongement ni raccourcissement
(y=0=0=0).

e Quand Ms est positif, les fibres situées au dessus de la ligne
moyenne sont comprimées et supportent des contraintes de
compression (y > 0 = o < 0). Celles situées au dessous sont
tendues et supportent des contraintes de traction
(y<0=0>0).

En utlisant la loi de Hooke, on montre que : 0 = —%y
I, - Moment d'inertie de la section droite par rapport a 'axe Gz.
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Moment d’inertie d’une surface

y

O

Le moment d'inertie de S par rapport a Oz est défini par :
I, = [sy?dS (m*)
Sections courantes

h
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. . 3
Pour la section rectangulaire : [, = %

Pour la section circulaire : 1, = ”6—‘1;‘

Exemple

Déterminons les contraintes normales dans une poutre rectangulaire
50 x 120 mm, soumise a un moment fléchissant de 14,4 kNm
constant sur toute sa longueur.

I, = b — 75“112203 =7,2 x 10°mm*

12
__ 14400000 _
0= —%o0008 XY= 2yMPa

120 MPa
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Condition de résistance
La contrainte maximale omax dans la section droite la plus chargée
ou section dangereuse doit rester inféreure a la contrainte
admissible Rpe.
Il faut donc faire les deux opérations suivantes :
© Déterminer la section la plus chargée : cest la section du
M tmax-
@ Vérifier que la contrainte maximale dans cette section est
inférieure a la contrainte admissible Rpe.

Omax = M’;':"’Xymax < Rpe, Mfmax en valeur absolue
Exemple

Poutre de section circulaire de diamétre d. On donne
Rpe = 100MPa. Calculer le diameétre minimal.

Mfmax=10 kNm
1000 daN
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— Mimax d _ 32Ms 3/32Mpmax . 3/32x107 __
Omax = wgijeas = adi < Rpe = d > §/=75m= = {/ “ o0 =
100.62mm
Contraintes de cisaillement

La presence de I'effort tranchant T, implique |'existence de
contraintes de cisaillement.

A (aire S»)

Les contraintes de cisaillement dépendent de y et ne dépendent pas

de z. La contrainte 7 est donnée par :
_ TQa
- Izb

®a = yaSa : moment statique de |'aire hachurée A, ol y4 est la
distance entre Gz et le barycentre de la surface A.
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Cas des sections rectangulaires

v
=Aly
y YA
A e 1,
b
h
_ _3tY/(h _ b (R 2
Qa = yaSa = %5 (5—)/)[3—5(7—
_ bnd _ 6T (h* 2
=35 T_bh3(4_y)
y
y

tmax=3T/(2bh)

T

Remarque : La contrainte de cisaillement est toujours nulle en

ha et en bas de la section. -
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Exemple

Un profilé est réalisé a partir de trois plats rectangulaires
d’épaisseur 30 mm, collés ensemble en A et B. Si T = 13,5 kN,
déterminons les contraintes de cisaillement dans les joints collés.
On donne : I, = 43,7 x 10®mm*

b 150
A 30
S ¢
. collage | 120
30 /
102.45 .
B 30
90
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Contraintes en A

Qa = Sa.ya = 150 x 30 x 62,55 = 281475mm>

_ TQa _ 13500281475 _
TA= T,by = 43,7x106x30 2,9MPa
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Contraintes en B

Yy
ZlpB=30 | | B
yB=87.55

Qg = Sg.yp = 90 x 30 x 87,55 = 236155mm>
_ TQp __ 13500x236155 __
B = Tpg = 43,7xX106x30 =2,4MPa
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Chapitre VI : Flexion plane - Déformations

Notion de déformée

y

deformee y=f(x)

section droite en G
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@ La courbe de la ligne moyenne aprés déformation est appelée
déformée.

e y = f(x) est I'équation mathématique de la déformée.

@ En tout point G quelconque, yg = f(x¢) est appelée fleche en
G. La pente de la tangente a la déformée en G est tan g =~ O
(petites déformations). Elle est égale a la dérivée de f(x) en
xg: 0 = f'(xg)

o Puisque les sections droites restent perpendiculaires a la ligne
moyenne, en tout point G, O est égale a la rotation de la
section droite en G par rapport & G,. Pour cette raison 6 est
appelée rotation en G.

@ Les conditions aux limites sont des éléments connus de la
déformée. Ces éléments sont imposés par les appuis A et B ou
par la forme de la déformée.
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Conditions aux limites aux appuis

S —

Appui double yA=0

Appui simple yB=0 Encastrement yc= 0c¢=0

Equation de la déformée - Méthode de la double intégration
Connaissant |'équation du moment fléchissant en fonction de x, la
rotation et la déformée y sont obtenues par intégrations
successives a partir de :

Mg = Ely” avec | = I, : moment d’inertie.

[ Ely"dx = El [ y"dx = Ely’ = [ M¢(x)dx + G En supposant que
El est constant.

El [y'dx = Ely = f(fo dx)dx+C1x+C2

Les constantes d’'intégration C; et C, sont calculées a partir des
conditions aux limites imposées par les appuis ou la forme générale
de la déformée.
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Exemple 1

P (1000 daN)

A C

L2=2m | L2=2m

Déterminer |'équation de la déformée y=f(x).
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Ra=Rg =P/2

A cause de la symétrie du probléme, il suffit de limiter I'étude a la
déformée du troncon AC.

x € [0,L/2]

Me = (P/2).x

Equation de la déformée

Me = Ely" = (P/2).x

Intégrons une premiére fois : Ely’ = Px?/4 + C;

Intégrons une deuxiéme fois : Ely = Px3/12 + CGx+ G

Pour x =0, y = 0; il en résulte que C; = 0.

Le seul autre élément connu de la déformée y est la pente de la
tangente au point C. En C, la tangente est horizontale : x = L/2,
y'=0¢c=0.
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Résultats

r_ P (2 L2 _ P (X3 12
Y—m(x _T> y-m(%‘%)
La fléche maximale est obtenue pour x = L/2: oy =

Application numeérique
P = 1000 daN, E = 20000 daN.mm~2, L = 4000 mm et | = 869

_ P
48ET

cm®.
fmax = —7,67 mm.
Exemple 2

xelo,l] Mp=9%x—9

My = Ely" = % x — 95
L2 3

Ely =95~ -%+G

Ely = qif - ‘72—):‘ + Gx+ G
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Pourx=0,y=0= G =0
pour C,, on peut utiliser y’ = 0 pour x = L/2, ou y=0 pour x = L.

. 3
On obtient : ¢; = qL
Résultats
_q Lx2 x3 13 3
Y = T_?_ﬂ> y = g (2L = x* = LPx)
\ - 5qL4
La fleche maximale est obtenue pour x = L/2 : fpax = —%

Pente maximale en A (ou en B) :

Oa=—0p =y'(0) = —y'(L) = ~Fig

Application numeérique

q = 250 daN.m™!, E = 20000 daN.mm~2, L = 4000 mm et | =
869 cm*.

fnax = —4,8 mm.

04 = —0g = —0,0038rad = —0,22°.
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Exemple 3

L
yB
B> JeB
x €[0,L] Mf': —l—qu——
My = Ely" = —95- +CILX—T
Elyl — qL2x + qu e Cl
Ely = — "LX +"L—X——+C1x+cz
Pour x _0 y =20, ilen resulte G =0
Pour x =0, y' = 0,il en résulte CG; =0
Résultats
y' =& (—=x* +3Lx — 312) y = 2‘ZXE, (—x®+4Lx —61?)
La fleche est maximale en B ainsi que |'angle 6.
L4 L3
ye=—3g O8=—{g
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Chapitre VII : Torsion des poutres a section circulaire

Définition
Une poutre droite est sollicitée en torsion chaque fois que les
actions aux extrémités se réduisent a deux couples M et -M égaux
et opposés d'axe la ligne moyenne L.

-M

(s (s
Y

Exemple : tige de tournevis

F od M=Fa
/T x /.5 < O
i \
-F 200
Mb=-Ma=Fa
A [
K N
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Déformations

en charge -

ay = angle(GKo, GK) a = angle(BDy, BD)
« est appelé angle de torsion de la poutre.
@ La longueur fibres ou génératrices reste sensiblement constante
(petites déformations).

@ Les sections droites tournent ou glissent les unes par rapport
autres.
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Angle unitaire de torsion ¢
Nous avons la relation suivante:

a oy - :
— = — =6 : angle unitaire de torsion
X

Exemple

Reprenons |'exemple du tournevis avec M = 24 Nm, si I'angle de
torsion avpg = 14, 6°; déterminons 6.

9 =248 _ 0 073°.mm L
AB
73.
=73°.m 1 = 18(7; =1,274rad.m™!
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Efforts intérieurs - Moment de torsion M;

coupure fictive

D’apreés I'équilibre, ona : My = M
Remarques
@ Le sens (ou le signe) de M; n’est pas important.

@ En torsion, tous les autres efforts intérieurs sont nuls
(N=T=M¢=0).
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Contraintes tangentielles de torsion 7

En torsion, les contraintes normales sont nulles. A cause de la
rotation des sections les unes par rapport aux autres, les contraintes
tangentielles dans la section sont perpendiculaires au rayon r et ne
dépendent que de r : 7 = 7(r).

On peut montrer que : 7 = GOr.
Remarques
@ Tous les points situés sur un méme cercle de centre O et de
rayon r ont méme contrainte.

@ Les contraintes sont maximales a la périphérie pour
Fmax = d /2 Tmax = GOd /2
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Exemple

cas de la tige de tournevis, G = 80 GPa, # = 1,274.10 3rad.mm—!.
Déterminons la contrainte de cisaillement maximale dans la tige.
Diamétre de la tige : d = 7 mm

= Tmax = GOd/2 = 80000 x 1,274.1073 x 3.5 = 356 MPa
Relation entre M; et 7

coupure

Mt:/erSZ/G0r2ds: Ge/rzdS
S S S

My = GOly 0 en rad/m
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_ md!
="

Exemple
Cas de la tige de tournevis, M; = 24Nm, d = 7 mm, G = 80 GPa.
Déterminons I'angle de torsion unitaire.

md* 4

M, 24000 P
= T TR 0,00127rad.
Gl  80000.235,7 rad.mm
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Relation entre 7 et M;

A partir de 7 = GOr et My = GOly, on peut écrire : GO = — = —
r

On obtient ainsi :

Exemple
Cas du tournevis, M; = 24Nm, d = 7 mm. Déterminons la
contrainte maximale.

24000 )

lh =235 7mm* et 71="—"—"xr=102xr N.mm~
235,7

Tmax = 102 X rmax = 102 x 3,5 =356 N.mm ™2

Condition de résistance
La contrainte de cisaillement maximale ne doit pas dépasser la
contrainte admissible en cisaillement :

Tmax < R, pg
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Exemple

Si, pour le tournevis, on impose une contrainte admissible au
cisaillement de 200 MPa, déterminons la valeur minimale du
diamétre d lorsque M["™* =24 N.m.

24000 d 24000 x 16
32
24000 x 16
d327>< et d>8,5 mm
m x 200

Application : comparaison entre arbre plein et arbre creux
Soit deux arbres de transmission construits a partir du méme acier,
G = 8000 daN.mm~2. Le premier est plein (diamétre di); le
second est creux (diamétre extérieur D, diamétre intérieur d =
0.8D). Le couple a transmettre est de 200 Nm; la contrainte
admissible pour I'acier est de 10 dalN.mm~2. Déterminons les
dimensions optimales des deux arbres et comparons les poids
respectifs des deux structures.
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Arbre plein

My d 16 M; 3 . 20000.16
Tmex = X5 = gy = fee 2 g = 2L6Tmm
2
Section de I'arbre : §; = i = 369 mm?
Arbre creux
7D* wD* M, D 20000.16
h = 1-0,8%) = rre max = —x— = <R
0= 3y (17089 =050 Tmax = 7 °X5 = hiigg =
3> 20000.16 > 25,83mm avec d =20.67mm
7.10.0,59

S = %(02 — d?) = 188,78 mm>

Comparaison des poids

ids arb L
r_p0|sar re creux p52 :§:0’51

fa
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Exercice
Soit une poutre cylindrique en cuivre de 25 mm de diamétre
soumise a un couple de 210 Nm. L’angle de torsion mesuré est de
4,9 degrés pour une longueur de 1 m.
O Calculer le module de cisaillement G du cuivre utilisé.
© Déterminer I'angle de torsion du méme matériau, de méme
diamétre et de longueur 1,8 m, si elle supporte une contrainte
maximale de 140 N.mm—2.

4,91 _3 m.d* 4
= PO 4 0855%1073 rad =% _ 38349
T80.1000 ~ O 0895x10 " rad/mm, o = =7 mm
210000
M; = GOl - = 64 GP
t =60 = 6 = 5 oere 107 x 38349 ~ 0 ©F
2.140

Tmax = GO'd /2 = 6/ =

_ e 1
62000 > 75 0,000175 rad /mm

a=6.L=0,000175 x 1800 = 0, 315 rad
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Chapitre VIII : Les sollicitations composées

Flexion + traction (compression)
Exemple

F F, Mt

oc>\ § a TD)N

AN

T=—Fsina N=Fcosa M= Fsina.x

Dans ce cas, nous constatons |'existence de N
(traction-compression) et de M¢+T (flexion simple).
Contraintes

Pour calculer les contraintes, nous appliquons le principe de
superposition:

FIexion+Traction‘ = ‘Traction‘ + ‘Flexion‘

Contraintes normales
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Contraintes tangentielles
T.Q
T = —
I;.b
Répartition des contraintes normales

nouveau plan neutre

Flexion+Traction Traction Flexion

Remarque
Il'y a déplacement du plan neutre et celui-ci ne passe plus par le
barycentre G de la section comme dans le cas de la flexion.
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Exemple : Poutres avec charge axiale excentrée

Mt

% ,,,,,,,,,,,,,,, poo <F— ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,*T N

Ligne moyenne

N=F T=0 Mrsr=-Fe

Exercice

Une biellette coudée supporte deux forces égales et opposées
d’intensité 15 kN. Si la contrainte normale admissible est de 100
MPa, déterminer |'épaisseur a du profil.

F F
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Mi=-F.e
e=200 :
;;H
N M F o Fe
o= — — — = —_—
S 7 T 100a " w1
F F.e
Omax = 1002 + 1008 X 50 < Rpe
12
F /1 12 15000 / 1 12.200
> =20 50) = 19,5
= Roe’ <100 ST > 100 (100 T 1003 > > mm
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Flexion + torsion
Exemple

M[=F.a

Le troncon AB de la poutre est a la fois sollicité en torsion et en
flexion.
Contraintes

: . M
Contrainte normale due a la flexion : 0 = _Tf Xy
z
: - . : M,
Contrainte de cisaillement due a la torsion : 7 = kel
0
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Condition de résistance pour un arbre circulaire de diamétre

d

On définit le Moment de torsion idéal par : My = 1/I\/If2- + M?

La condition de résistance s'écrit (critére de Tresca):
a a
M7 " ﬂ 16 M7 <R
IO 2 7l'd3 re

Tmax =
Exemple

y
Y2000 . 400 300 ;3})

éLl}\ m QLljc
2 g :
777 w /77
200 >
2V R1=3000N

Un arbre de transmission ABCD, de diamétre d, est guidé en
rotation en A et C par deux paliers a roulements et porte en B et D
deux roues dentées supportant les charges indiquées de direction
verticale y.

© Déterminer les diagrammes des My et M; entre A et D.

@ Sachant que la contrainte adm|55|b|e en cisaillement est de 60

"\ F2=6000N
11X
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Les actions d'appui : R4 = —857 N R = 9857 .

M;(Nm)

—257,1) s

—-1800

Au point C on a:

MT®™ = [ (MP#™)2 + M2 = \/18002 + 6002 = 1897,37 N.m

16 Mmax 1 Mmax . .
6MT <Ry = d >3 16 M7 \/16 1897,37.1000 _ 54, 4 mm

760
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Coordonnées cylindriques

3

3 €0

T2

M(r,0,x3)

Si on fixe r, et on fait varier 8 et x3 on obtient une surface

cylindrique. (M, &, &), €3) constitue un repére local, car €; et &)
varient avec le point M.
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Cylindres sous pression

Cylindre ouvert a paroi mince sous pression

Cylindre & paroi mince <= £ < 0.1

On suppose que la contrainte est uniforme dans toute I'épaisseur de
la paroi.

Puisque le cylindre est libre de se déformer longitudinalement :

ox = 0.

Puisque I'épaisseur est faible, la contrainte radiale o, est négligée.
Sous I'effet de la pression, le diamétre augmente. Il existe donc une
contrainte circonférentielle og. Pour la déterminer, On étudie
I'équilibre du demi-cylindre :
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Evaluation de N
L’équilibre des forces verticales donne :

2N = / pbrsin0dd = N = pbr
0
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Contrainte circonférentielle
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Etude des allongements

La Figure (b) représente une plaque en traction simple.
L’allongement circonférentiel dy est donné par :
og2mr 21r?p

E  tE
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La variation du rayon d, (Figure(c)) s'obtient de la maniére

périmétre final = 27r 4 69 = 2m(r + 9;)

suivante:
d'ou : 5 )
5, = 0 — P
2 tE

Exemple 1

aluminiurm, 1 mm
Y ‘l ~—1mm

E= 70GPa

h 14m —-I

|
Pmac = 1,4m x 1000 kg/m® x 10 m/s*
= 14 000 Nym?
—]
(b)

Cours RDM-Elasticité
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On demande de calculer, en négligeant |'effet de contact entre la
feuille d’aluminium et la base:
@ la valeur de la plus grande contrainte subie par la feuille
d’aluminium;
@ |'augmentation du rayon dans la zone la plus critique.

La plus grande pression s'exerce a la base de la piscine :
Pmax = 14 kPa
La contrainte circonférentielle la plus grande est :

pr 14000 x 4 6 5
=—=———=506x10°N = 56 MP.
0= 0,001 /m ?

L’augmentation du rayon est donnée par :

2 2

pr 14000 x 4
_ P — 0,0032 3,2
"THE T 0,000 x70 x 109 oo od s.emm

Remarque On n’a pas tenu compte du montage de la feuille
d’aluminium ni de I'effet de toute structure de soutien.
L'augmentation du rayon sera en réalité inférieure a la valeur
calculée.
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Cylindre fermé

A partir des figures (b) et (c) on peut déterminer la résultante

Fy = 27rtoy.

En considérant |'équilibre de la partie coupée, on a Fx = wr’p

d'ol: oy = E.

De méme que pour le cylindre ouvert, on peut montrer que :
pr

g,
o=
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Exemple 2

On demande d'étudier les deux conditions d'appui différentes et de
calculer la valeur des contraintes dans chacun des cas (F = 100
kN).
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Solution

Figure (a): Aucune force longitudinale n’agit sur la paroi du
cylindre reposant sur sa base. |l s’agit donc d'un cylindre ouvert.
On détermine la pression et la contrainte circonférentielle comme

suit :
F 100000
= = — 3,183 MP
P~ Surface du piston 7 x 0,12 3,183 MPa
ox =0
pr 3,183 x10°x 0,1
70 = 0,005 63,7 MPa

Figure (b): Une contrainte longitudinale se développe dans la
paroi. On a donc:
r
oy = % — 31,83 MPa
op = 63,7 MPa
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Chapitre IX : Le Flambement

Equilibre et stabilité

/) 77777 /

Equilibre stable Equilibre neutre Equilibre instable

Charge critique d’Euler F.-Poutre articulée-articulée

F<Fcr F=Fer

R g
2N

Cl1

L2
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Ely" = —M¢ = —F.y (1)

ou Ely" + F.y =0
Equation différentielle, on cherche la solution sous la forme :
y = G sin(wx + ¢)

on obtient : w=4/£

El
En utilisant les conditions aux limites y(0) = y(L) = 0, on obtient :
¢p=0et F="TE (n=123, .

D’aprés la forme de la poutre n = 1. On a donc :

2
< El
For = 12 (2)

Fcr est appelée charge critique d'Euler.
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Plusieurs cas sont possibles :
@ F < F. : compression usuelle, la poutre reste droite, elle est
dite en équilibre stable
@ F = F, : la poutre fléchit (ou flambe) avec une fleche égale a
(y, elle est en équilibre neutre
o F > F. : (i augmente trés rapidement avec un léger
accroissemet de F, elle est en équilibre instable
Remarque
Le flambement se produit suivant un axe perpendiculaire 3 I'axe du
moment d'inertie le plus faible.
Exemple
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Principaux cas

Le flambement des poutres dépend en grande partie de la nature
des liaisons ou appuis.

1. Poutre encastrée-libre

X
F=Fcr
F<Fcr

Exercice

m2El

Montrer que dans ce cas : | Fo, =
q cr 4L2
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2. Autres cas-Longueur effective L,

F=Fcr

Le=0.5L

i} b Le=2L

f E articull )

\
\ enmcastree—encatree avec
y

\ deplacement libre
\

\ '
'
'

Remarque : Les charges critiques peuvent &tre obtenues en

remplacant L par L. dans la formule générale de la charge critique
w2El
2

d'Euler : | For =
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On obtient ;

) ) w2El
@ Pour la poutre encastrée-encastrée : | F, = Ty
(3)
Pour | t trée-articulé F mEl
@ Pour la poutre encastrée-articulée : =—Q
P = (0.70)2
@ Pour la poutre encastrée-encastrée avec déplacement libre :
w2 El
FCI‘ = L2
Contrainte critique
F m2El
Ocr — £ - 2 (3)
A ALZ

Deux cas sont possibles :
@ 0¢ < 0o = Omax = O¢r ruine par flambement

@ Uc > Oe = Omax = Oe ruine par plasticité

FERDJANI Hicheme, Blida, Algérie, h _ferdjani@yahoo.fr Cours RDM-Elasticité



Coefficient d’élancement
Le moment d'inertie de la section peut &tre écrit de la maniére
suivante : | = Ar?

ou r est appelé rayon de giration de la section.
2
. mE
En reportant dans (104), on obtient : o =

— est appelé coefficient d'élancement de la section.
Rremarque

Plus le coefficient d'élancement est élevé, plus o, est faible, et
plus le risque de flambement est élevé.
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Exemple

poutre rigide

1
1
i
’
’7 1
/ '
, flambem
’ arriere
flambement lateral N

!

1

7

4m ,
’ ’
!

7
colonnes
1

Déterminer la charge maximale que peut supporter la structure. On

donne : [, =9,18.10° mm*, /y = 4,88.10 mm*, A =
Cours RDM-Elasticité
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Flambement latéral

On est dans le cas encastrée-encastrée avec déplacement libre
Le=L=4m.

Le rayon de giration selon y est donné par : r, = \/g =40,6 mm
d’ou le coefficient d'élancement: l;—‘ = 08,5

Flambement avant ou arriére g

On est dans le cas encastrée-libre L, = 2L = 8m.

Le rayon de giration selon z est donné par : r, = \/% =55,7mm

d’ou le coefficient d'élancement: % =143,6

Charge maximale

Le coefficient d’élancement est plus élevé dans le cas du
flambement avant ou arriére, la contrainte critique vaut donc :

m2E
Ocr = ———5 = 95.7TMPa < 0¢ = 0max = 95.7 MPa

() “

= Wiax = 20 maxA = 566, 5 KN
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Tenseur des petites déformations

Pour simplifier la présentation, on se met en 2D.

Déformation longitudinale

Soit un élément infinitésimal d'un solide déformable soumis a une
déformation longitudinale (changement de longueur des cétés sans
changement d’angles).

VRyHdy) T D : """""""" Ch
i '
y : '
D c i !
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 B
dy A oo - !
v(x,y) :
u(x+dx,y)
ARY) dx |
: wxy)
X

La déformation longitudinale suivant x est définie par :
_AB' —AB  dx+u(x+dx,y) —u(x,y) —dx

Y dx
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On peut écrire :

u(x +dx,y) ~u(x,y) + @dx

Ox
On obtient finalement :
Ju
£ = — 5
= )
En raisonnant de la mé&me facon sur AD et A’'D’, on peut montrer
que
ov
Eyy = @ (6)

Convention de signe

Les déformations longitudinales sont positives en cas d’'allongement
et négatives en cas de rétrécissement.
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Déformation angulaire ou distorsion
Soit un élément infinitésimal d'un solide déformable soumis a une
déformation angulaire (changement des angles sans changement de

longueur).
u(x,y+dy) H D ____.-—“"'L
y %’ o ;
1 :
D C " '
1 ,’
1 ,’
B
u(xy) T 5],
dy A v(x+dx.,y)
V(X.y)
u(x+dx,y)
AXy) dx B
: X

Considérons le triangle rectangle A'B’E, puisque « est petit (petites

déformations), on a :
B'E  B'E  v(x+dx,y)—v(x,y)
B dx

sina >~ aq = NB — AB
0
v(x +dx,y) ~ v(x,y) + 5 dx

-
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Finalement, on obtient :
B ov

Ox
De la méme maniére, en raisonnant sur le triangle A'D'H, en peut
montrer que :

(0}

La déformation angulaire, ou distorsion, est définie comme |'écart
par rapport a 5 de |'angle B’A'D’ :

du Ov

’ny:a‘i‘ﬁ:@‘i‘a

Pour la composante €, du tenseur de déformation £, elle est

définie par :
1 (o o
= T o Gy T ax
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Convention de signe

La déformation angulaire est positive lorsque |'angle droit BAD
diminue, et négative lorsqu’il augmente.
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Les méthodes énergétiques

Principe de conservation de I'énergie-Premier principe de la
thermodynamique
Soit un solide déformable soumis a des efforts extérieurs.

AQ + AW, = AK + AU (7)

Q : Quantité de chaleur fournie par |'extérieur

We : Travail des forces (ou couples) extérieurs

K : Energie cinétique

U : Energie interne (Energie de déformation élastique dans ce cas)
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Hypothéses

O Les sollicitations extérieures sont appliquées progressivement
et lentement— AK =0

@ Les frottements dans les appuis sont négligeables et le corps
est parfaitement élastique =— AQ =0

L'équation (7) devient:
AW, = AU (8)

Travail des forces extérieures = Energie de déformation
élastique
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Expression du travail des forces extérieures

Théoréme de Clapeyron

Soit U; le déplacement du point d’application de F; et dans sa
direction. A cause du comportement élastique linéaire, les forces F;
sont des fonctions linéaires des déplacements U;:

F,=MU;, AeRr
BH_____
fil A Feavail de Fi
ui ﬁ1+du1 Ul
Ui Ui Uz o1 1
We(F,-) = fidu; = Auidup = \—- = \U;U; = =F; U;
2 2 2
0 0
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En considérant tous les efforts extérieurs, on obtient le Théoréme
de Clapeyron:

1
We = 5 > (Fili + M) (9)

Remarque
Dans (9), U; représente le déplacement dans la direction de F; et 0;
la rotation autour de |'axe de M;
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Energie de déformation

Energie associée a une contrainte normale

Appliquons sur les faces normales a x des forces de traction variant
progressivement de 0 &3 P = o, AyAz. L'élément de volume
s'allonge progressivement de 0 a 0.

FERDJANI Hicheme, Blida, Algérie, h _ferdjani@yahoo.fr Cours RDM-Elasticité



Le travail extérieur W effectué par cette charge est emmagasiné
sous forme d’énergie de déformation AU.

1 )
W=AU= EP(SX’ sachant que e, = A—;
1 1
= EUXAyAzexAx = EO'XEXAV

La densité d'énergie de déformation Uy, est définie par:

AU 1 Ec2
= / —— = —OxEx = —_X e . 1
Yoo = \im Ay = 27° 2 (10)

‘ ><qm

N
m
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Energie associée a un état général de contrainte
Par analogie avec (10), la densité d'énergie de déformation Up est
donnée par:

Uo = (UXEX +OyEy + 0287 + Ty Vxy + TxzVxz + sz’Yzy)

N —

En utilisant la loi de Hooke, Uy s'exprime en fonction des
contraintes comme suit:
Uo

o2 + 0)2, +02) — — (ox0y + 0y0, + 0x07)

v

=2E ( E
1

+ 3¢ (7o + 72y + 72)

L’énergie totale de déformation U emmagasinée dans un volume V
du matériau est donnée par:

U:/ UodV
v
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Energie de déformation d’une poutre

Cas de la traction-compression

Soit une poutre de section droite A et de longueur L, soumise a une
effort normal N. La densité d’énergie s’exprime dans ce cas comme
suit :

o2 N2

2E  A22E

L'énergie de déformation de la poutre est donnée par :

N N2

Cas de la erxnon

Soit une poutre de longueur L et de moment d’inertie de la section
[, soumise a des charges transversales engendrant une flexion. Dans
la plupart des cas, |'énergie reliée aux contraintes de cisaillement
est négligeable, comparativement a I'énergie associée a la
contrainte normale. Par conséquent, on a :

02 M

T2E 2EI2

Up =
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U est donnée par :

ol on a utilisé la définition du moment d’inertie :

| = / y2dA
A
Cas de la torsion

De la méme maniére que pour la flexion, on peut montrer que pour
une poutre de longueur L et de moment polaire de la section J,
soumise & un moment de torsion M;, I'énergie s'exprime ainsi :

M2

- Tt
U= L2GJdX
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Cas général
Dans le cas d’une poutre soumise a un effort normal N, a un
moment fléchissant My, et 3 un moment de torsion M;, U est

donnée par:
1 (N2 M2 M2
U—2/L(AE+GJ+IE>dX. (11)
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Exemple 1

N

Figure 1:

Soit une poutre de section constante A et de module de Young E
sollicitée selon la figure 1. Calculer I'énergie de déformation et le
déplacement vertical du point d’application de la charge F.

Solution
Détermination du moment fléchissant :
F
Mt
X
Figure 2:
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Mf:FX

L 213
F2[
2 _
U= /25/ 2E/ X =g

FL3
3El

U:W:%F5:>5:
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Exemple 2
A2

Al

N C

Figure 3:

Soit une poutre de module de Young E sollicitée selon la figure 3.
Calculer I'énergie de déformation et le déplacement horizontal § du
point d’application de la charge F.

Solution

N=F
L 2 2L 2 2
F F F2L/1 1
U= d dx = (= 4+ =
/02EA1 X+/L 2EA, T 2E (A1+A2>

1 FL /1 1
U 5 0 =90 E<A1+A2>
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Exemple 3

Figure 4:

Soit une poutre de module de Young E et de moment d'inertie |
sollicitée selon la figure 4. Calculer I'énergie de déformation et la
rotation 6 du point d’application du moment M.

Solution
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Exemple 4

Figure 5:

Soit une poutre de module de Young E et de moment d'inertie |
sollicitée selon la figure 5. Calculer I'énergie de déformation et la
fleche 6 au point d’application de la force F.

Solution
A cause de la symétrie du probléme, on ne considére que la moitié
de la poutre :
F
L (F )2 23
5 F<L
U=2 / (), -
o 2EI 12E]1

3
U:W:EF6:>5:FL

FERDJANI Hicheme, Blida, Algérie, h _ferdjani@yahoo.fr Cours RDM-Elasticité



Exercice a faire

NI L oL ﬁ%

Figure 6:

Soit une poutre de module de Young E et de moment d'inertie |
sollicitée selon la figure 6. Calculer I'énergie de déformation et la
fleche 6 au point d’application de la force F.

Remarque

Le théoréme de Clapeyron ne permet de déterminer le déplacement
que dans le cas d’un chargement ponctuel unique. Pour plusieurs
chargements ponctuels, on utilise le Théoréme de Castigliano.
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Théoréme de Castigliano

Enoncé
o La dérivée de I'énergie de déformation d'un corps, par rapport
a toute force (ponctuelle) P, est égale a la fléche § au point
d’application de cette force, dans la direction de la force.

ou
o5 =9

o La dérivée de I'énergie de déformation d'un corps, par rapport
a tout moment M, est égale a I'angle de rotation 6 autour de
I'axe du moment, au point d'aplication du moment.

ou

am Y
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Exemple
Soit une poutre en porte-a-faux soumise a une charge a son

extrémité libre A (Fig (a)). On demande de calculer : la fléche &
I'extrémité A, la fleche au point milieu B et la rotation en A.

B

 }

A B =

-— [ 2
fal L |

o

Vac

A

b I ——
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Solution

1. Fleche en A

Selon la Figure (b) : M(x) = —Px 0<x<lL

L'énergie de deformation est donnée par : U = [ ’\/’2(;,)2 dx = 2L
La fleche en A est donnée par: 64 = g—g = ’33—5

2. Fléche en B

En B, il n'y a aucune charge concentrée. Pour pouvoir utiliser le
théoréme de Castigliano, il va falloir appliquer en B une force fictive
Q (Figure c). Lorsqu'on aura obtenu la solution, on posera Q = 0.
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A | &
c) — 12—l —x —-|

Selon la Figure (c):

M(x) —Px OSXS%
X) =
—P(%—Fx)—Qx nggé

L’énergie de déformation est donnée par :

L/2 (—px)? L2 (—P(L/2 4 x) — @Qx)?
U= / 2EI dx—i—/o SE] dx

P2L3 L3
" 6El  6(P+ Q)El

(—(P+Q/2)° + P*/8)
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ou 13 —(P+ Q/2)* + P3/8

— § )
9Q ~ 6EI(P 1 Q) PTQ +5(P+Q/27  (12)

_ ; N . _ 5pPI3
En posant Q = 0 dans (12), on obtient la fléche en B : dp = J55;

3. Rotation en A
Encore une fois, puisqu’il n'y a aucun moment en A, il convient

d'applique en A un moment fictif M.

IJ
1"'I.'\.:."
. Mix)
d=1b
M,=0 Ii x —-l

(d)

D’aprés la Figure (d), on a: M(x) = —Px — Mx 0<x<lL
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L'énergie de déformation est donnée par :

L(=Px — Mp)? 1
U= dx = PL+ M) — M3
/0 2] x = g7 [(PL+Ma)” = My]
ou 1
oW = 2EP [(PL+ Ma)*> — M3] (13)
En posant M4 = 0 dans (13), on obtient la rotation en A :
0a= 5k
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Elasticité linéaire

Expérience fondamentale

Eprouvette constituée d'un matériau :
@ homogeéne : mémes propriétés en M et M’

@ isotrope : mémes propriétés dans toutes les directions
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de forme telle que :

@ les forces de volumes sont négligeables

o I'état de contrainte est homogene (¢, =7, ).
D’aprés les conditions aux limites, on a :
F
Ox = —,0y =07 =0Oxy = Oxz = 0yz; =0
ab
o I'état de déformation est homogene (¢,, =¢, )
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F

7= b
domaine plastique
o
phenomenwsde striction
Jé’ A UU
/
] zone d’ecrouissage

/zt)ne d’etirement

acier doux

deformatiom permanente

OA : zone dans laquelle les déformations sont instantanées et
réversibles. C'est la zone élastique. Dans cette zone:

X ~ P |
ex = —, élasticité linéaire, £ : module de Young

>
S
Il
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Remarques
@ La loi de Hooke o, = Ecy est valable également dans le
domaine élastique linéaire pour des essais de compression.
@ Au cours de I'expérience, les dimensions transversales a et b
subissent des variations relatives proportionnelles a ¢, :
a—ag B b—bo i V€—€0

= —vey, v coefficient de Poisson

ag bo 60

@ Il ne se produit aucune distorsion des angles formés par les
arétes du solide.
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Conclusion

Ex 0 0 ox 0 0 o
elyz=0 —vex 0 Jolgz={0 0 0f etex= fx
0 0 —vey, 0 00

Oxyz : repére principal des déformations et des contraintes.

Loi générale de Hooke

Elle postule dans le cas 3D une relation linéaire entre les
contraintes et les déformations. Elle permet donc de superposer les
différents états de contarinte et de déformation.
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Y
X Repere principal en M

déformations dles a

EX gy 154

ax _ox | _,,0x

E VE VE 9X
oy oy — oy

v E v oy
_ 1,9z _ 19z oz

v v = o7
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En superposant les trois états de contraintes et de déformations, on
obtient I'état de déformation ¢ correspondant a I'état de

ocx 0 0
contraintes ¢ (matrice dans XYZ : [g] = 0 o, 0 |):
0 0 oy
( ex = £(ox —v(oy +0z)) = £((1 + v)ox — v.h))
ey = gloy —v(ox +0z)) = ¢((L +v)oy — v.h))
€7 = %(O‘Z —v(oy +ox)) = %((1 +v)oz —v.h))

avec h =trc =ox+oy+oyz

eExy =exz =cyz =10

(14)
La relation (14) équivaut a la relation tensorielle :
14+v v
= ——=h.l 15
e=—Fo—¢hl (15)
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Remarque

La relation (15) a été démontrée dans un repére principal, on peut
montrer qu’elle est valable dans n'importe quel repére

Inversion de (15) :

o= ()\trg)l +2ug |, (16)

A et p sont appelés coefficients de Lamé. lls sont liés a E et v par
les relations suivantes :

_ E o 3M42
A= (1+y)(11/—21/) N E = /\Jruu
- _E - A
K = 3+0) Vo= 301w

A et p sont homogénes & une contrainte.
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Exemple 1
On donne |'état de contrainte suivant :

oxx = 100 MPa, o,, = 50 MPa, o,, = 20 MPa

Oxy = 60 MPa, 0, = 0,, = 0.
E =200 GPa, v =0.3.

Calculer les déformations.

Solution _
On utilise la relation (15) :

exx  Exy  Exz 1.3 100 60 0 o 0.3 [t O O
cyx €Eyy Eyz|=———-|60 50 0] x10°—- ———— x170x10° (0 1 0
200 x 102 \ o 0 20 200 x 109 0o 0 1

€zx Ezy Ezz
3.95 x 10°% 3.9x1074 0
=|39x10% 7 x1074 0

0 0 —1.25 x 1074
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Exemple 2
On donne 'état de déformation suivant :

Exx Exy Exz 3.95x 107* 3.9 x 107* 0
Eyx Eyy Eyz | = 39x107* 7x107* 0
sz Ezy Ezz 0 0 _1.25 X 10_4

E =200 GPa, v = 0.3.

Calculer les contraintes.

Solution
On utilise la relation (16). On doit d'abord calculer les coefficients
de Lamé :
_ Ev _ 200x0.3 _
{)‘ = r)(-2v) — T3x04 — 115.38 GPa
_ E. _ o0 _
no= sy = 55y = 76.92 GPa
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On obtient :

Oxx Oxy Oxz ° a 1 0 0
oyx  Oyy  oyz | =115.38 x 10° x 9.7 x 10 0 1 0
Ozx Ozy Ozz 0 0 1
3.95 3.9 0 100 60 0
+2x76.92 x 10° | 3.9 7 0 107*=[60 5 0| MPa
0 0 -—1.25 [ 0 20
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Ecriture indicielle

Soient deux vecteurs A de composantes (A, i=1,2,3), et C de
composantes (C;, i = 1,2,3), et un tenseur B de composantes
(Bij, i =1,2,3,j =1,2,3) reliés par la relation suivante :
A=B.C (17)

La relation tensorielle (17) peut étre écrite a I'aide des composantes
de la maniére suivante :

Al =BG + BioG + BizG

Ar = Bo1 (1 + Ba (o + B3 (3 (18)

A3 = B31 (1 + B3a (o + B3z (3

L'écriture des équations (18) étant trop lourde, elle peut &tre
simplifiée de la maniére suivante :

3
A=) B;jG, =123 (19)
j=1

Dans (19), i est appelé indice libre, et j indice muet.
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Remarques

@ L’indice libre est ainsi appelé car il peut étre changé par tout
autre indice :

3 3

Ai = ZBUCJ’ = Z Bix Cx
L k=1

o L’indice libre doit étre le méme dans les deux membres de
I'équation.

3
Ac=> ByC, k=123
j=1

3
Ac#> BjG, i=1,23

j=1
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Convention de I'indice muet

Chaque fois qu’un indice se répéte deux fois dans un terme, cela
veut dire qu’on doit effectuer la sommation sur toutes les valeurs de
I'indice.

Avec cette convention, (19) devient :

AI:BUQ7 iv.j:17273
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Vecteur contrainte

Chargement extérieur appliqué a un solide

Chargement volumique

S

Chargement surfacique

fiormale exterieure unitaire

Solide D

Les chargements extérieurs appliqués 3 un solide sont de deux
types:

@ Chargement volumique f(N/m3) a l'intérieur du solide.

o Des chargements surfaciques T (N/m?) sur la surface
extérieure S du solide.
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Théoréme de Cauchy

La relation entre le vecteur contraire T sur dS et le tenseur
contrainte en M est donnée par :

T =a(M).i
D)% C
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@ sur ABCD : vecteur contrainte de module p, direction et sens

k.
@ sur A'B'C'D’ : vecteur contrainte de module p, direction et
sens —k.

e sur BCC'B’ : vecteur contrainte de module g, direction et sens
J.

@ sur ADD'A’ : vecteur contrainte de module q, direction et sens
_f_

@ sur ABA'B’ : vecteur contrainte de module 0.

@ sur DCC'D’ : vecteur contrainte de module 0.

Déterminer les composantes du tenseur contrainte dans le solide.
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Solution

0 0
esurABCD: T=1(0 n=1|0
1

p
o Ox Oxy Oxz 0 Oxz 0
gﬁ:T:> Oyx Oy Oy 0)=1op | =10
Ozx Ozy Og 1 Oz P
0 0
esurABCD :T=1{0],a=1| 0
—p -1
Ox Oxy O 0 0
a n=T=|ox o, 0 0]=120
0 0 p -1 —p
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0 0
oesurBCCB' : T=|[q|,i=1(1
0 0
Ox Oxy 0 0 Oxy 0
gﬁ: T = Oyx Oy 0 1 = oy = q
0 0 p 0 0 0
0 0




o

~1
osurDCCD' : T=[0],r= 0

o

0 00 0
g 0 g O =10
0 0 p 0

Finalement la matrice de o dans (x,y,z) est donnée par :

0 0 O
[c] = [0 q O
0 0 p
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Equations de compatibilité

Pour qu'un champ de tenseurs de déformation &(x, y, z) dérive d'un
champ de vecteurs déplacement (x, y, z), il faut et il suffit qu'il
soit compatible. C'est a dire qu'il vérifie les six équations de
compatibilité suivantes :

Ex,yz = (_Eyz x T Exz,y + Exy, z),x
Ey,zx = ( €zx,y T Eyx,z +5yzx) y
Ezxy = ( Exyz T Ezyx + sz,y)
Ezy2 T Ey 72 = 26yzyz

Exz2 T Ezx2 = 22 2x

Eyx2 T Exy2 = 26xy xy

Pour un état de déformation plane :

ex = ex(x,y), ey = €y(x,¥), €xy = €xy(X,y) et les autres
composantes nulles, les six équations se réduisent & une seule :

Eyx2 T Exy2 = 26xy xy (20)
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Exemple 1

Soit le champ de déformation plane suivant :

Ex=ax+ by, e, =cxy, e = dx? + ey?

@ Est-il compatible ?

@ Déterminer le champ #(x,y) correspondant.

Solution

© Le champ est compatible s'il vérifie I'équation (20) :

eyx2 =0, €42 =0, £xy xy = 0 donc (20) est vérifiee

X?y

Q ey =uUxx = Uy = [exdx = %ax2 + byx + C(y)

1
Ey =Uyy = Uy = /eydy = Ecxy2 + D(x)
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1 1 1
= 5y + ) = 5 (b5 + C'(y) + 5072 + D'(x)) = o + &2

bx + D'(x) — 2dx? = 2ey? — %cy2 —C'(y)=E

D'(x) = E — bx + 2dx® = D(x) = Ex — %bx2 + %dx?’ +F

C'(y)= (2e—g) V2 —E=C(y) = (263_5)

Finalement, on obtient :

y3—Ey—|—G

Uy = %ax2 + byx + 7(263_5))/3 —Ey+G
uy = %cxy2 + Ex — %bx2 + %dx3 + F

Remarque : Le champ ¢ a pu étre intégré car compatible.
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Exemple 2

Soit le champ de déformation plane suivant :

ex = ay’, gy = bx,exy =, avec a # 0

© Est-il compatible ?

@ Déterminer le champ #(x,y) correspondant.

Solution
© Le champ est compatible s'il vérifie I'équation (20) :

eyx2 = 0, €42 = 6ay, €xy,xy = 0 donc (20) est non vérifiée

Q cx = Uxx = Ux = [exdx = axy® + C(y)

€y = Uy, = Uy, = /5ydy = bxy + D(x)
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1 1
exy = 5ty + ty ) = 5(B3axy” + C'(y) + by + D'(x)) = ¢ (21)

L'équation (21) est impossible & intégrer a cause de la présence du
terme 3axy2. Donc le champ de déplacement correspondant
n’existe pas.

Remarque : Le champ & n’a pas pu &tre intégré car incompatible.
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Probléme d’équilibre élastique isotherme

On considére un solide en équilibre.

On impose progressivement certaines forces surfaciques sur la
frontiére et certaines forces volumiques. Sous ces sollicitations le
solide atteint un nouvel état d "équilibre : état d'équilibre élastique.

Probléme : On cherche les déplacements par rapport a I'état initial
ainsi que les contraintes dans le solide.

On effectue des hypothéses permettant la linéarisation du probléme:

@ Hypotheése de la transformation infinitésimale (Hypothése des
petites déformations).
@ Hypothése des petits déplacements : on confond la géométrie
actuelle du solide avec sa géométrie initiale.
Ces deux hypothéses sont appelées Hypothése des petites
perturbations H.P.P.
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Les équations de I'équilibre élastique sont alors les suivantes:
o Equations de I'équilibre :
ojj+fi=0 f; composantes des forces volumiques
@ Loi de comportement : g = Atre - | +2ue
o Conditions aux limites o -

Conditions aux limites (CL)

;L

W o ek o DL et
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Classiquement, elles consistent en la donnée, en chaque point M du
contour 912 du solide, de 3 composantes, orthognales entre elles,
pour I'ensemble des deux vecteurs contrainte T et déplacement U
en M.

T,' = 0ojihj = Tl-d sur ST,.
i=1,23 U =U sur Sy,
SU,.UST,:8§2; SU'.QST,.:(Z)

Avec ce type de CL, on peut démontrer I'existence et |'unicité de

la solution du probléme d’équilibre élastique.
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Exemple 1

Z
p
Y B E
X B’
v _Jo
,/C F Al C
D D’
Soit le solide encastré sur ABCD et chargée uniformément sur
EFA'B’. Ecrire les conditions aux limites.
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Solution

o SurABCD : uy =uy, =u, =0

@ SurABEF: T, =T, =T7T,=0

© SurEFA'B: T, =T, =0, T, = —p
e SurBCB'C' : Tx =T, =T,=0

o SurABCD : T, =T,=T7,=0
e SurADD'A" : T, =T, =T,=0

e SurCDD'C' : T, =T, =T,=0
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Exemple 2

VA
P
y
H -
X \S]
E F
|
L - ¢
7
B
La surface ABCD repose sans frottement sur le sol indéformable.
La surface EFGH est chargée uniformément. Ecrire les conditions
aux limites.
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Solution
@ SurABCD : T, =T, =u, =0
@ SurABEF : T, =T, =T,=0
@ SurEFGH: T, =T, =0, T, = —p
@ SurBCGF : Ty =T, =T,=0
@ SurCGHD : T, =T, =T,=0
@ SurHEDA : T, =T, =T,=0
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Résolution du probléme d’équilibre élastique isotherme

0',",',‘,'+F,':0 i=1,2,3 (1)
g )= Atre + 2ue (2)
eij = 5(uij + uji) (3)
C.L. (4)

En portant (3) dans (2), le systéme précédent est constitué de 9
champs scalairee inconnus ojj(x1, X2, x3); uj(x1,x2,x3) et de 9
équations de champs, plus les C.L. imposées sur 99Q.

Compte tenu de 'unicité de la solution, on peut faire des
hypothéses sur la forme des champs solutions qui seront justifiées a
posteriori, une fois la solution obtenue. |l existe deux méthodes de
résolution:

o Méthode des déplacements

o Méthode des forces
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Meéthode des déplacements
u est pris comme inconnue principale de (S)

On postule un champ u satisfaisant les C.L. en déplacement (u est
dit cinématiquement admissible C.A.) et I'équation de Navier
obtenue en exprimant (1) en fonction de u (grace a (3) et (2)).
Ainsi le champ o calculé a partir de (2) vérifie (1). Si o satisfait de
plus les C.L. en contrainte, (c,<(u)) est la solution du probléme.

Equation de Navier
En coordonnées cartésiennes orthonormées, |'équation de Navier
s'écrit:

A+ p)ujjj+pAuj+F=0 i=1,2,3

avec F; : forces volumiques.
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Méthode des forces

o est pris comme inconnue principale de (S)

On choisit ¢ satisfaisant les équations de I'équilibre, les conditions
aux limites en contraintes (o est statiquement admissible) et
I'équation de Beltrami, obtenue en portant la loi de comportement:

14w v

T E % E

dans les équations de compatibilité. Ainsi, le champ de déformation
€ est intégrable.

Si le champ u, obtenu par intégration de ¢, vérifie les C.L. en
déplacement, (g, u) est la solution du probléme.

1)

Equations de Beltrami

Dans le cas ou le champ de forces volumiques est uniforme
(exemple : gravité dans un milieu homogéne), les équations de
Beltrami s'écrivent en coordonnées cartésiennes orthonormées:

(1+v)Acjj+tro,j=0 i,j=1,23
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Exemple : Torsion élastique d’un cylindre

Conditions aux limites :

So: ux=u,=u,=0
S¢iux = —wy,uy =wx,u; =0
St : Tx=T,=T,=0

Forces volumiques F =0
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Résolution par la méthode des déplacements

@ Posons :
z

7 u, =0 uest CA.

z
Uy = WX~

E?

Uy = —wy

@ On vérifie I'équation de Navier.

@ On calcule les déformations ensuite les contraintes :

0 0 —iw?
= 0o 0
bt dui 0
w 0 0 —y
ol = Mtre)|l] +2ulel =p—1 0 0 x
= == = /
-y x 0

@ On vérifie que o satisfait les conditions aux limites en
contrainte.
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<

n

w 0 0 —Rsin6 cos 0 0
[T] = [g]-[n] = wy 0 0 R cosd sinf | =10
—Rsinf Rcosf 0 0 0

Conclusion
(o,u) est la solution recherchée.
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Contraintes admissibles

La détermination du champ de contraintes dans le solide permet de
vérifier que |I'état de contrainte reste partout inférieur a un seuil
admissible fixé. Le critére s'écrit:

oe < 0, 0 :contrainte équivalente, o, : contrainte admissible

Critére de Von Mises

3 trg L. )
Oe = §tr§2, s=0— T*L . tenseur déviateur des contraintes

Exemple d’application

Calculer pour le cylindre en torsion, la rotation maximale wmax
admissible.

FERDJANI Hicheme, Blida, Algérie, h _ferdjani@yahoo.fr Cours RDM-Elasticité



Solution

-y
sl=u2 |0 0
= 4
-y x 0

trs _2<€)2(X +y?)

on prend le maximum : x? 4 y? = R?
le critére de Von Mises donne :

14
\/g%RSUaéwg gRi;:wmax
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Etude d’un massif en compression : Un massif
parallélépipédique non pesant (Figure 7) a un comportement
élastique linéaire déterminé par les coefficients de Lamé X et p. Il
est soumis aux conditions aux limites suivantes:
@ La face supérieure (x; = h) du massif est soumise a une
pression uniforme p.
o La face inférieure (x; = 0) repose sur un appui plan
indéformable, le contact étant sans frottement.
o Les faces perpendiculaires a x3 s’appuient sans frottement sur
un appui plan indéformable.
@ Les faces perpendiculaires 3 x» sont libres.
On demande :

@ Ecrire les conditions aux limites.

@ Déterminer les champs de contraintes et de déplacement dans
le massif en utilisant la méthode des déplacements, en
postulant un champ de déplacement de la forme suivante :

U;[IAX1+BX2<|>E7 UQICX1+DX2+F, U3:0 (22)

A, B, C, D sont des constantes & déterminer.
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Figure 7:

Solution
Les conditions aux limites sont les suivantes :
@ Sur la face supérieure:

le—p, T2:T3:0
@ Sur la face inférieure:

U1:0, T =T3 =
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@ Sur les faces perpendiculaires a xs:
T1=T,=T3=0
@ Sur les faces perpendiculaires 4 x3 :
T1.=T,=0, wu3=0

La procédure de résolution est la suivante:

@ Le champ (22) doit &tre cinématiquement admissible. C'est a
dire qu'il doit vérifier les conditions aux limites en
déplacement:

o Sur la face inférieure (x; = 0): vy = 0. En remplacant dans
(22), il vient:
U1:AXO+BX2+E:0,VX2:>B:E:0
e Sur les faces perpendiculaires a x3 : uz = 0, cette condition est
vérifiee par (22).
o Le champ (22) est cinématiquement admissible.

@ Le champ (22) doit vérifier les équations de Navier qui
s'écrivent (sans forces volumiques):

(A +p)uj i+ plAu;=0 i=1,2,3 (23)

FERDJANI Hicheme, Blida, Algérie, h _ferdjani@yahoo.fr Cours RDM-Elasticité



On observe que les équations (23) contiennent des dérivées d’ordre
2. Le champ de déplacement (22) est linéaire, ces dérivées sont
donc nulles et les équations de Navier sont automatiquement

vérifiées.
@ Calculer le champ de contrainte. Pour déterminer ce champ on
doit d’abord:
o déterminer le champ de déformation:
A 3C 0
£= %C D 0
0 0 O

e ensuite calculer g en utilisant la loi de comportement:

g =A(tre)l + 2pe

(A +2u)A+AD uC 0 (24)
= e M+ (A +2u)D 0
0 0 AA+ D)
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@ Le champ (24) doit vérifier les conditions aux limites en
contraintes :

o Sur la face supérieure: Ty = —p, To=T3=0
1 . (A+2u)A+ XD
i=|(0|, T=gi= uC (25)
0 0
A partir de (25), on obtient:
C=0, (AN+2u)A+AD=—p (26)
o Sur les faces perpendiculairesa xo: Ty =T, = T3 =0
0\ 0
i= (1|, T=gi=|MM+(A+2u)D (27)
0 0
A partir de (27), on obtient:
M+ (A+2u)D=0 (28)
A partir des équations (27) et (28), on obtient:
D___ P _ (A +2p
Ap(A+p)’ Ap(A + )
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On peut montrer que les autres conditions aux limites en contrainte
sont vérifiées. Finalement, la solution du probléme est donnée par:

i = g bo 0
[lj] = ()\+M)X2 + F (1+7/) PXo + F s [g] = 0 O N O
0 0 0 —55y = VP
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Massif de sol pesant uniformément chargé
Un massif de sol homogeéne et pesant, de masse volumique p,
occupe le demi-espace x> < 0. Il est soumis a I'action des forces de
pesanteur ainsi qu’'a une densité de forces —gé uniformément
répartie 3 sa surface x» = 0, ol & désigne le vecteur unitaire de
I'axe vertical ascendant Ox; (Figure 8). Le comportement du sol
est par ailleurs supposé élastique linéaire isotrope. Enfin I'on
admettra, compte tenu des symétries du probléme et de la nature
du chargement, que le tenseur € a pour seule composante non nulle
£ et que cette derniére ainsi que celles du tenseur de Cauchy o ne
dépendent que de la variable x». B

O Des équations de I'équilibre, déduire les expressions de o012,

092, et 073.

@ Achever la détermination de g en utilisant la loi de
comportement et les conditions aux limites a la surface x, = 0.

FERDJANI Hicheme, Blida, Algérie, h _ferdjani@yahoo.fr Cours RDM-Elasticité



X2

x1

N\

Figure 8:

Solution
@ Sachant que les contraintes ne dépendent que de x» et que les
forces volumiques sont égales a —pgé>, les équations de
I"équilibre donnent:

0122 = 0= o010 = A
0202 —pg=0=00=pg0+B (29)
0322 = 0=03=C
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@ Les composantes du tenseur de déformation dans la base
€1, &, & sont données par:

0 0 O
] =(0 €2 O
0 0 O
La loi de comportement donne:
)\622 0 0
o] = 0 (A+2u)exp 0 (30)
0 0 )\622
En identifiant (29) avec (30), on aboutit a:
_ pgxo+ B

oc22 A4 2u

Sur la surface xo = 0, la normale extérieure unitaire ainsi que
le vecteur contrainte sont donnés par:
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La relation T = o donne:

(A+2u) e22ly,0 = B = —q

Finalement, on obtient:

xioi(pgx2—q) 0 0
[o] = 0 pgo—q 0
0 0 312 (P8x2 — q)
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Elasticité plane

En élasticité plane, il y a deux cas:
o Déformation plane.
o Contrainte plane.

Déformation plane (DP)
Un champ de déformation £(x, y) est plan perpendiculairement a
Oxy s'il dérive d'un champ i(x, y) tel que:

uz = 0;  ux = ux(x,y), Uy:Uy(X>Y)

On a donc:
dux 1 (0ux , Ou
e (+5) o
= 1 9 Ix ou ou
=3 (Tuy + 67){) By 0
0 0 0
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ox

Oux 1 8ux 4 8”}’
La sous-matrice : [£] = 2
(dux + 8Uy) 6“}/
2

est
Oy
celle d’un tenseur symétrique sur R? qui dérive d'un champ
. : . ux(x
bidimensionnel [&] = ( x( ,y))
Uy(xa)/)
Lorsque la forme du solide étudié, les conditions aux limites ainsi
que les forces de volume s’y prétent, on recherche la solution en
déplacement sous la forme d'un champ de déplacement @, duquel
dérive un champ de déformation &, en traitant un probléme plan.

Probléme susceptible d'une solution en déformation plane
@ solide constitué d'un matériau homogéne, isotrope de forme
cylindrique paralléle & Oz.
o forces de volume F, =0, Fi(x,y), Fy(x,y)
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Wdackion & cn pb :
e hond o Gomille: i 6y

/\“
3
.
x . —«\.\\\\
N
-
@ Sur Sget S, :
u; =0, T,=T,=0 -surface fixée sans frottements
@ Sur S :
(ux ol Ty)et(uyou T, ) sont fixées a des valeurs ne dépendant
pas de z

(uzou T) sont fixées 3 0

Remarque

Un probléme qui ne vérifie pas les conditions sur Sy et Sy peut étre
considéré en DP a condition que ¢ >> dim de S. La solution
obtenue peut étre corrigée a I'aide de la RDM.
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Résolution par la méthode des déplacements

On cherche [i] = (UX(X’y)> satisfaisant aux C.L. sur le contour
”y(Xa)/)

de S. En complétant ce champ par u, = 0 le champ & obtenu

satisfait bien les C.L. en déplacement sur le contour du solide 3D.

Le champ & doit satisfaire I'équation de Navier qui se réduit & deux

équations :
(A + ,U,)UJ",'J' +ploui +Fi=0 1,j=1,20000u; = uj11 + uj2

Le champ de contrainte ¢ = Atre - | + 2ug est, compte tenu de la

forme de ¢ :
Ox Oxy 0
[g] =0y o, O
0 0 o,

g n'est fonction que de (x,y).

. = g g
La sous-matrice [6] = < x Xy) est telle que :

Oxy Oy

&=tré - T+ 2ué et o, = \tré = utré
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Le champ ¢ satisfait les conditions aux limites :

T, = Ty =0 sur Spet$,
T,=0 surSp,;:

Conclusion
La résolution du probléme 3D initial est ramené a la résolution d'un
probléme bidimensionnel :
@ rechercher i satisfaisant les CL en déplacement au contour de
S et I'équation de Navier bidimensionnelle.
o calculer & = \tr& - T+ 2 et vérification des CL en contrainte
au contour de S.
@ La solution bidimensionnelle obtenue permet ensuite de
conclure :
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Exemple
Reprendre |'exemple du massif en compression en le traitant comme
un probléme plan.

Solution
C’est un probléme en DP. Il peut &tre réduit & un probléme plan.
On considére une section quelconque :

x p
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Les C.L:
osurAB:uy=T,=0
osurBC: T, =T7,=0
esurCD: T, X
osurDA: T, =T,=0

Il
o
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Résolution par la méthode des déplacements
A Ex
@ On choisit [I] = <Fy L G>'
Vérification des CL en déplacement:

sur AB, x=0 uy =0 = best C.A.

e Equation de Navier bidimensionnelle :

(A + 1) (Uxx + tyxy) + (1(Uxox + Uxyy) + Fc=0=0=0
(A + ) (uyxy + tyyy) + pltyxx +uyyy) +F,=0=0=0

o Calcul de & = Atré - T4 2ué.

A (€ DT )
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o Vérification des CL en contraintes sur le contour.
sur AB :

=6 = (M e ) (0)

(7] = <—(A+2/~S)E—AF> — T, =0

sur BC :

[T] = [5][7] = (Q " ZMSE AR (A + 2u())F + AE) <(1)>

Uk (()\ -+ zﬂ())F + /\E>

Ty=0=[(A\+20)F + \E=0| eq. 1, T,=0
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sur CD :

[T] = [5][A] = <(A+2/%E+AF (/\+2u(;F+)\E> <(1)>

(7] — <()\ + 2,%5 + /\F)

T, =0, TX:—p:>‘()\—|—2,u)E+)\F:—p‘ eq. 2

sur DA :

=6 = (M e ) (5)

UEI ORI

Ty=0=|(A+2u)F +\E=0] eq. 1, T, =0
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La résolution des équations 1 et 2 donne :

. (A+2u)
{E - 4u(>\+uu)p

A
F= P

Sachant que 0, = A\tré = M\(E + F), la solution tridimensionnelle
est donnée par :

(A2

. Aty PX —p 0 0
(0] = WW*G o ld=(02 90 Ap 0
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Résolution par la méthode des forces
On cherche un champ de contrainte de la forme

Ox Oxy O
[ol=|0x o, O 0, = vtro,
0 0 o,

ce qui revient a déterminer un champ bidimensionnel .

o Ce champ & satisfait aux conditions : Ty = y =0 sur Sp et
Sy, T, = 0 sur 5.

@ les équations de I'équilibre qui se réduisent & deux équations
bidimensionnelles :

Oxx + Oxyy + Fx =0

(31)
Oxy,x +O'y7y + Fy =0
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@ |'équation de Beltrami bidimensionnelle :
Les équations de compatibilité en déformations planes se
réduisent a une seule équation:

Exx,yy T Eyyxx = 2Exy,xy (32)
Comme :
1+v y y
€= - =
avec

tra = ox + 0y +0; = 0x + 0y +v(0x +0y) = (1—|—V)tr5
La loi de comportement bidimensionnelle peut s'écrire :
14+ve v(l+4+v), = =

—~E_ o — ( 2_ )tr&-l
En introduisant la loi de comportement (33) et les équations
d’équilibre bidimensionnelles (31) dans |'équation de
compatibilité (32), on obtient I'équation de Beltrami
bidimensionnelle:

é= (33)

Aotré + divzl:_ =0 avec div2l:_ =Fxxt Fry
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dans le cas ou les forces de volumes sont constants (gravité, milieu
homogeéne), elle devient:

Astrg =0 (34)

@ Le champ de déformation & peut &tre intégré et conduit au
champ @ qui doit satisfaire aux CL au bord de S.

@ On obtient finalement la solution 3D (4, o).
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Exercice

Résoudre le probléme précédent par la méthode des forces, en

prenant [5] = <'3 g) et o, =v(A+ B)

o Vérification des CL en contrainte :

e sur AB : . )
n-61-(p 5) (%)
7] = (‘0A> — T, =0
e sur BC: A o) (o
-6 (5 ) (5)
n-(9-)
e sur CD :

N N
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@ Les équations de I'équilibre sont automatiquement vérifiées
(champ de contrainte homogeéne).
@ Equation de Beltrami bidimensionnelle :

o Calcul de &€ = 6 — =~

[g]zl—i—V((—l—i—u)p 0>

0 vp

o Calcul des déplacements :

_ Ouy B (v =1)1+v)
x = 5 éux—/ede— 5 px +g(y)
du v(l+v)
Ey:a;:>uy:/€ydy=Epy+f(x)

1
Exy = 5 (UxyTly.) =0= f'(x)+&'(y) =0=f'(x)=-g'(y)=C
f(x)=Cx+D, gly)=-Cy+E

1
u, = uperCX_Hj
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@ CL en déplacement :
x=0,u=0,—-Cy+E=0,Vy=C=E=0

@ Le champ solution tridimensionnel est donc :

(zlfl)E(lJru) px —p 0 0
7= V(IEV)P)/ +D|, o= 0 O 0
0 0 0 —vp
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Fonction d’Airy

La méthode des forces, peut &tre simplifiée grace a I'introduction
d'une fonction ¢(x, y), appelée fonction d'Airy. Dans le cas ou les
forces de volume sont négligeables, les contraintes sont données par

Oxx = ¢ayy7 Oyy = Dyxx s Oxy = _¢axy- (35)

Avec les contraintes écrites sous cette forme, les équations
d’équilibre sont automatiquement vérifiées:

Ox,x + Oxy,y = ¢ayyx _d),xyy =0
Oyx,x + Oyy = _¢7ny +¢,xxy =0

En introduisant les équations (35) dans |'équation de Beltrami (34),
elle devient:

AA¢ = ¢;xxxx +2¢7xxyy +¢ayyyy =0

La fonction ¢ est dite biharmonique
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Méthode de résolution avec la fonction d’Airy

e Choisir une fonction ¢(x,y) biharmonique. Les équations
d’équilibre et I'équation de Beltrami sont automatiquement
vérifiées.

o Calculer les contraintes (équation (35)) et vérifier les C.L. en
contrainte.

o Calculer £ en utilisant la loi de comportement (33).

o Intégrer £ pour obtenir i et vérifier les C.L. en déplacement.

Exemple
Résoudre le probléme précédent en prenant ¢(x,y) = Ay? + Bx?,
et calculer pmax.

Solution
o Vérifier que ¢(x, y) est biharmonique.
o Calculer les contraintes :

Ox =@y =2A, 0y, =0¢xx =2B, 0y, =—0x =0
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o Vérification des CL en contraintes sur le contour.

sur AB :
=6 - () (%)
[?]:(_28), T,=0=B=0

m-61- (5 ) (3)
()

sur BC :
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sur CD ;

sur DA :
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La suite (calcul du déplacement et vérification des CL en
déplacements), a déja été effectuée dans I'exercice précédent.
Finalement, on trouve :

(zx—l)E(l—H/) px —p 0 0
0 0 0 —vp

Calcul de ppmax

—24v
—3p 0 0 21 4+ 12 —
sl={ 0o % 0 |, trs’= ( +g M) p2
0 0 1—32Vp
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Etat de contraintes planes (CP)
Les champs de contraintes planes dans le plan Oxy sont tels que:

g est fonction de (xy) 0xz =0y, =02, =0

On recherche des solutions en contraintes planes dans les cas ou la
géométrie et les conditions aux limites du solide considéré ont les
caractéristiques suivantes:
@ solide cylindrique paralléle & Oz de section droite S et de
hauteur ¢ (en général ¢/ << dim de S)

o forces de volume F fonction de (x,y) avec F, = 0
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Conditions aux limites

7
l 5@ &
O E a ] _
J S.,,1 o 26

o sur Spet Sy : T =0 (surfaces libres de contraintes)

o sur la surface latérale : T, =0 et T, (ou ux) et T, (ou uy)
sont indépendants de z.

Résolution par la méthode des forces
On cherche un champ de contrainte de la forme

Ox Oxy 0
e]=|oxy oy O
0 0 0

ce qui revient d déterminer un champ bidimensionnel &.
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o Ce champ & satisfait aux conditions en contrainte sur 95.
o Et les équations de |'équilibre qui se réduisent a deux
équations bidimensionnelles :

Ux7x+0-xy7y+FX :0
Oxyx +0yy+F, =0

Remarque
Les équations d’équilibre bidimensionnelles sont les mémes en
CP et en DP.
@ Le champ de déformation £ s'obtient & partir de g par:
1+v v ; /
e= o— —tro -
= E = E = =
soit :
ex = Yoy — L(ox +0y) Exz =0
Exy = £ Oy €y =0
ey = 1oy — Elox +oy) ez = —g(ox+oy)
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Puisque ¢ << dim de S, l'influence de ¢, est négligeable et u, est

négligeable devant u, et u,. La loi de comportement
bidimensionnelle peut s'écrire:
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o Compte tenu de la forme du champ ¢ les 6 équations de
compatibilité se réduisent a I'équation suivante :

Exx,yy T Eyyx = 2Exy,xy (37)

et aux trois autres suivantes :

E€zz,xx = 0
€zzyy =0
Ezz,xy = 0

Ces trois derniéres équations sont négligées.

e En introduisant la loi de comportement bidimensionnelle (36)
dans I'équation (37), et en utilisant les équations d'équilibre
bidimensionnelles, on obtient |'équation de Beltrami
bidimensionnelle:

DotrG 4 (1 + v)divaF =0 (38)
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o Le champ de déformation & peut étre intégré et conduit au
champ U qui doit satisfaire aux CL au bord de S.

o On obtient finalement la solution du probléme (@, &)

Remarques
@ La résolution par /a méthode des forces en CP et en DP est
formellement la mé&me sauf la loi de comportement
bidimensionnelle. En effet, on a:

S 14vE v s i
€= *f6 — tro - | contrainte plane
E=1r5 - V(IE”’) tro -1 déformation plane

Cours RDM-Elasticité
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Exemple
Refaire I'exemple précédent en CP avec la méthode des forces.

Solution
Les CL aux limites ne changent pas. On postule un champ de

contrainte de la forme : [5] = (g\ g)

o Veérification des CL en contrainte =— A= —p, B=10
o Veérification des équations de I'équilibre.
o Veérification de I'équation de Beltrami.

o Calcul des déformations en utilisant la loi de comportement
bidimensionnelle en CP (Différente de DP) :

A=t g =25 )
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Remarque

On est dans le cas d'un chargement uniaxial, la déformation aurait
pu étre calculée en utilisant la loi de Hooke :

Ox P _ _vp
Z=—T,g, = —vex = —

T E E’

o Calcul des déplacements :

ry = 5ty i) = 5 (CYIHD() = 0= C'(y) = —D/(x) = F
Cly)=Fy+G, D(x)=—Fx+H
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e Vérification des CL en déplacement.
x=0u=Fy+G=0,Vy=—=F=G=0

@ Solution finale :

=
I
|
o O
he
O O O
O OO
N————
\
w‘
4
—
O O =
O = O
= O O
\_/
I
|
° ol
owlt O

/3
Oeq — §ff§2 =P < 03 = Pmax = 0a
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Remarque

On est dans le cas d’'un chargement uniaxial. On aurait pu utiliser
directement la condition de résistance :

p <o,

Exemple : Cisaillement simple

Y

% r
T

— % —

—_— = = = = =— = ———

On néglige le poids. Résoudre le probléme élastique avec la
méthode des forces en CP et trouver T,ax.
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Solution
On postule :

-4 9

@ Les conditions aux limites s'écrivent :
e SurAB: Ty=7, T,=0
o SurBC: 77 =0, Th=71
e SurCD: Ty =—7, T,=0
o SurDA:uy=uw =0
@ Vérification des conditions aux limites en contrainte
o Sur ABona:

a3 9000
i (2 )-()-0

e Sur CD méme résultat que AB.

© Equations de I'équilibre vérifiées.
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Q L’équation de Beltrami Aotrs = 0, vérifiée.
O Le tenseur de déformation est donné par (tré = 0):

_1+V:_1+7/ 0 7
“EF °T"FE \r o0

Mn

@ On intégre d'abord les déformations :
Ux,x:ffxx:O:> Uy = f(y)

uyy =¢eyy = 0= u, = g(x)

ey = L E T = () + 8() (39)

La seule possibilité pour que (39) soit vérifiée est que
f'(y) = C et g/(x) = D. On a donc :

1 1
C+D:2i7—’ UX:Cy+F7 u)/:(2i

£ E T—C)x+G

FERDJANI Hicheme, Blida, Algérie, h _ferdjani@yahoo.fr Cours RDM-Elasticité



@ Vérification des CL en déplacement :
Sur DA (x = 0), les conditions aux limites en déplacements
donnent:

uy=0=C=F=0
uy=0=G6G=0

Finalement, la solution est donnée par :

o - @=(0)

O Calcul de Tax :

FERDJANI Hicheme, Blida, Algérie, h _ferdjani@yahoo.fr Cours RDM-Elasticité



Fonction d’Airy

De méme qu’en DP, la méthode des forces, peut &tre simplifiée
grace a l'utilisation de la fonction d'Airy. Dans le cas ol les forces
de volume sont négligeables, les contraintes se calculent avec (35),
et la fonction doit &tre biharmonique pour vérifier I'équation de
Beltrami.

Exemple
Reprendre |'exemple précédent en prenant :

o(x,y) = %Ay2 + %sz — Bxy
Solution
On calcule les contraintes :

ox=A, o0,=C, o04=8

La suite est la mé&me que |'exercice précédent sauf qu’ on n'a pas
besoin de vérifier les équations d’équilibre et Beltrami.
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Exemple

y T p

pD 1 T ‘ Cp

2a /

T |2a 29 7 x
- 2 -
A= \l B
1T

On est en CP. On demande de calculer les contraintes et les

déplacements en prenant:

d(x,y) = A(x® + 3ax®) + B(y® + 3ay®) + Cxy

Les forces de volumes sont négligées.
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Solution
e Ecrire les CL:
Sur AB : TX—O T, —%(x+a)
SurBC: T, =2(y+a
SurCD: T,=0, T,=>
SurDA: T, =—-L(y+a), T,=0
o Veérifier que ¢(x, y) est biharmonique.

Ap =6A(x+a)+6B(y+a)=AAp=0
o Calculer les contraintes:
Ox = ¢.yy = 6B(y + a)
Oy = @xx = 6A(x + a)
— ¢y =—C

@ Vérifier les CL en contraintes :

our AB, y=-a: (%) B (—OC 6A(;C+a)> <—01> B

C A_m
(—6A(x+a)> ~{c=o0
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e (7)-(0 ) ()-(74)-

Ly +a) _
0 12a

swcorme (2= (2 1) () (550)

_ (T _ (Hr+a) 0
Sur DA, x=-a: (Ty> = < 0 0

e Calculer le champ £ :

=LV - Lers [/]_é((ax—wy (1+u>axy>

y+a—v(x+a) 0
A= 2Ea< 0 x+ay(y+a)>
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@ Intégrer le champ o :

Ouy
Ex = o = E()/+3—V(X+a))

32
ux(x,y) = ede—Z<y+ax—u 2—i—ax)—l—f(y))

_ﬂ: _
= G = e (ot a—vly +2)

2

L ((x+a)y - V(yg +ay) + g(X)>

uy(x,y) = /z-:ydy =55

1 (a“X + BUV) = %(x+ fy)+y+g'(x)=0

7N\

Sy =5 Oy Ox
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Remarque

Les parties indéterminées, Dy + E de u, et —Dx + F de v,
représentent des déplacements de corps rigide.

Exercice Refaire I'exercice précédent en DP.
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Coordonnées polaires

Pour certaines géométries, il est plus commode d'utiliser les
coordonnées polaires (Figure 10).

y

X

Figure 9: Coordonnées polaires

Le point M est repéré par sa distance r par rapport a |'origine, et
par I'angle 0 entre OM et |'axe x.
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Composantes des contraintes

Yy
ag Org /”’
X
L2
A
db'”'
T
0
(o]

Figure 10: Contraintes en coordonnées polaires

o, : contrainte radiale.
op : contrainte circonférentielle.

dS = rdrd0
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Relations contraintes - fonction d’Airy

Or = ,%Qiee + %¢,r
00 = Qr (40)
Org = — (%¢x9),r

Relation déformation-déplacement

g0 = 2(uy + ugyp) (41)

Erg = % (%Ur,e + ug,r — UTS)

Equations de I’équilibre

Orr + 7or00 + 25 + £ =0 (42)
Oror + 1000 + 22 4 fy =0
Laplacien
1 1
AQb = Qj),rr + ?¢,r + ﬁ¢,90 (43)
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Cylindre creux a paroi épaisse sous pression uniforme

Pe
/

Soit un long cylindre creux a paroi épaisse, de rayon extérieur R, et
de rayon intérieur R;. Il est soumis & une pression uniforme interne
pi et externe p.. Le poids est négligé. Calculer les contraintes et les
déplacements.
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Solution

On est en DP. Le probléme est axisymétrique (géométrie et
chargement indépendants de #). On va le résoudre avec la méthode
des forces en prenant :

A A
J,:r—2+B, ng—r—2+8, o =0

o Conditions aux limites :
o Enr:R,-, T,:p,', TQZO.
e Enr=R., T, = —p., Ty =0.
o Vérification des CL en contrainte:
e Enr=R;:

Fe+ B 0 -1\ _ (& B\ _ (p
o -A+BJ\0)~ 0 ~\o
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° e Enr=R::

(%57 _aa) ()= (5 %)- ()

o La résolution du systéme donne :

A _ (pe—pi)R2R?
{—R.z—B=Pf AR
! = 2, p2
A B — _ pI'R,' _peRe
RZ T Pe B= RZ—R2

@ Veérification des équations d'équilibre (42):

%+ -
0=0

o Vérification de Beltrami :

tro = 2B = Aytré =0
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o Calcul des déformations :

[ = 1;” (18] - vers 1)
:1+u(§+8(1—2u) 0 )
E 0 —4 +B(1-2v)

@ on intégre en recherchant un champ de déplacement ne
dépendant que de r.

u,:/e,dr: 1+ (/;‘+B(121/)r+(:)

E
1
ue:/(rsg—u,)dez Yo+ D)= C=0
1/1 Uy 14+v D
= — — [ = _— = D:
€ro 2(rur,0+ue,r r) °F ( r) 0= 0
1 A
u, = _|E_V<—r+B(1—21/)r>, ug =0
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Elasticité anti-plane

On est en élasticité anti-plane, lorsque :
u = uy =0, uz = u3(x1, x2)

Les déformations deviennent :

1 1
er=ey=¢e3=¢c12=0,¢e13= SU31; €13 = S U3

Les contraintes deviennent :
01 =02 =03 =012 =0, 013 = 13,1, 023 = U3 2

En négligeant les forces de volumes, les équations d’équilibre se
réduisent a :

puz i+ puz oo =06 Auz =0, uz(x1, x2) harmonique
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Fonction holomorphe (analytique) d’une fonction de la variable cor
Soit f(z) une fonction holomorphe telle que :

f(z) =g(x,y)+ih(x,y), z=x+1y

Relations de Cauchy-Riemann :

g1=ho, go=—h;

g(x,y) et h(x,y) sont harmoniques :

Ag=Ah=0
On peut écrire :
puz = Re(f(z)) (44)
On a alors :
031 = &1, 032 =82 —h,l
On en déduit :
of . .
f'(z) = s— =g1+ih1 =031 — io32 (45)
8X1
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Méthode de résolution en élasticité anti-plane

@ On choisit une fonction holomorphe f(z)

@ On détermine u3 a I'aide de (44). L'équation de Navier est
automatiquement vérifiée car us est harmonique.

On vérifie les CL en déplacement.

On calcule les contraintes a I'aide de (45).

On vérifie les CL en contrainte.
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Exercices

Exercice 1[Etude d’un champ de déplacement]
Soit un corps repéré dans un repére orthonormé (O; €, &, ;). Pour
un point M de coordonnées (x1, x2, x3), le vecteur déplacement est :

U(M) = 2axy x2€1 + (Yax12 — 3ax22)é'2, a infiniment petit

@ Ecrire les équations d'équilibre. Quelle est la valeur du
coefficient de Poisson qui permet de les satisfaire en |'absence
de force de volume ?

@ Avec les conditions précédentes, déterminer le tenseur des
contraintes dans la base (&, &, &).

© Quelle est la valeur limite de la constante a si on ne veut pas

que la contrainte équivalente de Von Mises dépasse la valeur de
24 daNmm~2 au point (1/15,6,3). On prendra E = 210 GPa.
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Exercice 2

On considére un domaine (D) en équilibre statique, tel qu’en tout
point M de ce domaine, I'état de contrainte soit de la forme
suivante :

00
[e] = 00 , avec o = o(xi,x2,x3)
00

o O 9

(&1,82,8)

O Calculer les composantes des forces volumiques. A quelles
conditions cette force peut-elle &tre celle du champ de
pesanteur? En déduire la fonction o(x1, x2, x3).

@ Le domaine (D) est un tronc de cone de demi-angle au
sommet (3, d'axe vertical, placé dans le champ de pesanteur
g = —gé. On exerce une pression py sur la grande base (S;)
du tronc de cone (Figure 11). En déduire la fonction
o(x1,x2,x3) et les conditions aux limites (chargement) sur la
petite base (S,) et la surface latérale (S3).
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Figure 11:
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Exercice 3[barrage poids]

Soit un barrage poids schématisé sur la figure 12. Ce barrage de
masse volumique p, et de section triangulaire OAB repose
simplement sur le sol par son c6té AB et retient une hauteur H
d’eau sur son coté OA. Ce probléme est assimilable a un probléme
de déformations planes. On se propose de le résoudre en prenant
une fonction d’Airy de la forme suivante :

d(x,y) = Ax® + By® + CPy + Dxy?

© Calculer les contraintes a partir de la fonction d’Airy.

@ En utilisant les conditions aux limites sur OA et OB,
déterminer la répartition des contraintes en fonction de pp, et
pe (masse volumique de I'eau) et a.

© En déduire les efforts surfaciques du sol sur le barrage. Quelle
condition doit-on imposer pour qu'il n'y ait pas de
soulévement du barrage.
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Figure 12:
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Exercice 4
Soit le probléme plan d'un solide, de masse volumique p et de
hauteur h, soumis a son propre poids (Figure 13). Les cotés BC,
CD et DA sont libres. Le c6té AB porte une charge surfacique
inconnue. On sait que la seule contrainte non nulle dans le plan
(x,y) est o1 et qu'elle ne dépend que de x. On traite le probléme en
déformation plane.

@ Quelle condition doit satisfaire o1(x) pour vérifier les CL.

@ Achever la détermination de o1(x) a 'aide des équations
d’équilibre.
o Calculer la charge surfacique appliquée sur AB.

@ Donner h,,.x en fonction de o,
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Figure 13:
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Exercice 5
Refaire I'exercice 4 en CP.

Exercice 6

Soit la section rectangulaire d'un solide en contrainte plane
sollicitée selon la Figure 14. Les cotés AB et DA reposent sans
frottement sur un appui indéformable. On se propose de résoudre le

probléme élastique en prenant :
¢(x,y) = Ax* + By?.

Calculer pmax en fonction de o,.
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Exercice 7
Refaire I'exercice 6 en DP.

Exercice 8

Un cylindre rigide de rayon extérieur R; + 0 est introduit forcé dans
un cylindre creux a paroi épaisse de rayon intérieur R; et de rayon
extérieur R.. La paroi extérieure du cylindre creux est libre. Le
contact entre les deux cylindres est sans frottement. On se propose
de déterminer les contraintes et les déplacements dans le cylindre
creux, en déformation plane, a I'aide de la méthode des forces. On

prend :

A A
Ur:rj+Bv 0-9:_”72—’_87 Ur0:0

Calculer la pression s’exercant sur la paroi intérieure et §max.
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